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Vorrede 

zur dritten Auflage. 



Als ich in der Vorrede zur zweiten Auflage erklärte, 
dafs ich der sogenannten algebraischen Analysis keine eigent- 
liche wissenschaftliche Eterechtigung, sondern nur das In- 
teresse zugestehen könne, welches die genauere Bearbeitung 
jedes bestinuut abgegrenzten VA’issensgebietes für sich hat, 
glaubte ich nicht an die jMöglidikeit einer ferneren .Auflage 
des vorliegenden Werkes. Wenn gleichwohl eine dritte Auf- 
lage nothwendig geworden ist. so scheint diefs zu beweisen, 
dafs jenes Interesse sich über einen gröfseren Kreis von Le- 
sern erstreckt, und es hat mich diese Thatsache ermuthigt, 
noch einmal Hand an’s Werk zu legen. 

Hie Anordnung des SloOTes und der allgemeine Gedan- 
kengang sind ungestört geblieben; um aber eine kürzere und 
präcisere Darstellung zu gewinnen und um gleichzeitig den 
E'ortschritten der' Wissenschaft Rechnung zu tragen, habe 
ich die ersten zwölf Capitel fast gänzlich umgearbeitet. Das 
nächste Zeugnifs hiervon giebt Capitel II, worin die haupt- 
sächlichsten Grenzwerthe auf einfachere und elegantere Weise 
als früher abgeleitet sind. Die geometrischen Anwendungen 
der Lehre von den Grenzwerthen (Quadraturen und Cuba- 
turen) wurden auf den Begriff des mittleren Werthes einer 
Function gegründet (Capitel IV), welcher seine Bedeutung 
auch dann noch behält, wenn man Jene Anwendungen weg- 
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IV 



Vorrede. 



lassen will, ln der Lehre von der Convergenz der unend- 
lichen Reihen sind die §§. 27, 29 und 30 hinzugekommen, 
womit diese Theorie zu einem gewissen Abschlüsse ge- 
langt. Bei den unendlichen Reihen in Capitel VI — IX 
habe ich überall eine Restuntersuclumg vorgenommen, einer- 
seits um für die numerische Summirung tlie Fehlergrenze 
zu bestimmen, andererseits um nacliherige Grenzen Übergänge 
mit Sicherheit ausführen zu können, denn bekanntlich ist 
der Grenzwerth von der Summe einer unendlichen Reihe 
nicht immer identisch mit der Summe von den Grenzwer- 
then der einzelnen Summanden. Dafs hierdurch manche neue 
Betrachtungsweise nothwendig wurde (wie z. B. in den §§. 45 
und 46), versteht sich von selbst; hoffentlich sind mit die- 
sen und einigen weiteren Änderungen in den Capiteln X und 
XI alle Anforderungen an die wissenschaftliche Strenge be- 
friedigt. 

Auf W unsch mchrer erfahrenen Freunde habe ich an- 
hangsweis die Theorie der höheren Gleichungen so weit ent- 
wickelt, als diefs auf elementarem Wege geschehen konnte; 
ich will nur wünschen, dafs mein Buch dadurch an Brauch- 
barkeit gewonnen haben möge. 

Dresden, im October 1861. 

Schlömiloh. 
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Einleitung. 



Jede Arithmetik, welchen Namen sie auch führen möge, be- 
schäftigt sich lediglich mit Zahlen, und es ist jede Rechnung nichts 
Anderes als ein, nach einer vorgeschriebenen Regel ausgefUhrter 
Übergang von einer Stelle der Zahlenreihe zur andern, wobei es gleich- 
gültig bleibt, ob man sich die Zahlen als specielle denken will, wie 
bei den bürgerlichen Rechnungen, oder als allgemeine und willkühr- 
liche, wie sie in der Buchstabenrechnung verkommen. So hat es denn 
auch die algebraische Analysis oder allgemeine Arithmetik, wie man 
sie öfters nennt, hur mit Zahlen zu thun — in welcher Weise aber 
diefs geschieht und welche Stellung die algebraische Analysis der 
Buchstabenrechnung gegenüber einuimmt, das läfst sich nur erken- 
nen, wenn man vorher über die Leistungen der niederen Arithmetik 
vollständig orientirt ist Wir geben daher zunächst einen Überblick 
über den Gedankengang und die Resultate des ebengenannten Thei- 
les der Mathematik. 

Nichts ist einfacher als die Entstehung der Zahl. Wer eine Viel- 
heit von Gegenständen irgend welcher Art vor sich sieht, hat zu- 
nächst nur den unbestimmten Begriff einer gewissen Menge; Be- 
stimmtheit erhält dieser Begriff erst dann, wenn jener ungeordnete 
Haufe aufgeräumt wird und die einzelnen Objecte in eine Reihe 
gestellt sind. Es erhält nämlich bei dieser Anordnung jeder Gegen- 
stand seinen bestimmten Platz, und die Vorstellung dieser Stelle, 
welche das entsprechende Object in der angenommenen Reihenfolge 
einnimmt, ist eben die Zahl. So entsteht zunächst die natürliche 
Zahlenreihe (1, 2, 3 etc.), und diese bildet vor der Hand das ein- 
zige Material der Arithmetik. 

Als Grundlage für jedwedes Rechnen dient der Übergang von 
einer Zahl zu ihrer Nachbarin, eine Operation, welche man passend 
mit einem Schritte verglichen kann. Geht man nun von einer Zahl 

Seblömilcb Alfcbr. Aaalyii» dritte Aull. ^ 
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2 Einleitung. 

a aus um so viel Schritte weiter, als eine andere Zahl b anzeigt, so 
hat man die Addition in ihrer einfachsten Gestalt; die Zahl c, zu 
welcher man bei diesem Fortgange gelangt, ist die Summe von a und 6, 
nämlich c = a b. Sieht man umgekehrt die Summe c als gegeben 
an und ebenso einen der Summanden, etwa «, so entsteht die Auf- 
gabe der Subtract ion, die Umkehrung der Addition. Hier ist zweier- 
lei zu bemerken, erstens nämlich, dafs es nur eine solche Umkehrung 
giebt, weil « i = 6 « ist, und es mithin gleichgültig bleibt, ob 

man b aus c und n, oder n aus c und b bestimmen will. Der zweite 
bemerkenswerthe Umstand ist, dafs es Fälle geben kann, in welchen 
die Subtraction unausführbar wird; da nämlich die Zahlenreihe, im 
Sinne des Fortschrittes genommen , unbegrenzt ist, so stöfst die Ad- 
dition niemals auf eine Schwierigkeit, bei dem Rückschritte dagegen 
kann es sich treffen, dafs man aus der in dieser Richtung durch die 
Eins begrenzten Zahlenreihe herausgeräth, wie z. B. bei 4 — 4 oder 
5 — 7, und es sind daher solche Differenzen vor der Hand als unmög- 
liche Zahlen zu betrachten, weil es eben unmöglich ist, in der bis- 
herigen Reihe eine Zahl zu finden, welche aus einer derartigen Sub- 
traction entstanden wäre. 



Durch Wiederholung der Addition, d. h. durch Addition mehrerer 
gleicher Summanden, gelangt man zur nächsten Rechnungsart, der 
Multiplication, und es bedeutet hier ab zunächst weiter nichts 
als die Summe von n Summanden , deren jeder = b ist Set^ man 
ab = c und sieht jetzt das Product c und einen der Factoren, etwa n, 
als bekannt an, so entsteht die Aufgabe, den anderen Factor b zu 
bestimmen, und diese Umkehrung der Multiplication ist die Divi- 
sion. Hier wiederholen sich dieselben zwei Bemerkungen, die wir 
vorhin bei der Subtraction machten; weil nämlich die Anordnung 
der Factoren keinen Einiiufs auf das Product ausObt, so ist es in 
Beziehung auf die Art der Rechnung gleichgültig, ob man b oder a 
sucht, und es giebt daher nur eine Umkehrung der Multiplication. 
Ferner kann es sich treffen, dafs die Division unmöglich wird, was 
der Multiplication nie begegnet, und es tritt diese Unmöglichkeit hier 
jedesmal ein, wenn der Dividend kein Vielfaches des Divisors ist 



3 1t 

Ausdrücke wie - oder — sind daher vor der Hand als unmögliche 

4 5 



Zahlen zu bezeichnen. 



Aus der wiederholten Multiplication entsteht nun weiter die Po- 
tenzirung, und zwar bedeutet hier a* das Product von b Factoren, 
deren jeder = a ist. Verglichen mit der Addition und MultipUcation 
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Einleitung. S 

zeigt die Potenzirung die EigenthOmlichkeit, dafs keine Vertauschung 
der Zahlen a und b vorgenommen werden darf, wenn die Potenz un- 
geändert bleiben soll; mit anderen Worten, es ist im Allgemeinen a* 
nicht = 4®. Aus eben diesem Grunde hat die Operation des Po- 
tenzirens zwei Umkehrungen, weil man die Fälle unterscheiden mufs, 
ob in der Gleichung a* = c aus b und c die Grundzahl a, oder aus m 
und c der Exponent b bestimmt werden soll; das erste giebt die 

b 

Wurzelausziehung (\^c), das zweite die Aufsuchung des Lo- 
garithmus {loff c filr a als Basis, oder kürzer •‘log c). Wiederum 
findet hier die Bemerkung statt, dafs die Operation des Potenzircns 
jederzeit ausführbar ist, während die umgekehrten Operationen auf 

3 

Unmöglichkeiten stofsen können, wie z. B. bei V7 oder *lng\o. 

So wie nun bisher aus den einzelnen Schritten die Addition, ans 
dieser die Multiplication und hieraus die Potenzirung gebildet wurde, 
so könnte man es auch versuchen, durch wiederholte Potenzirung 
eine neue Rechnungsart zu schaffen; bemerkt man aber, dafs die 
Potenz einer Potenz wiederum eine Potenz ist, so erkennt man auf 
der Stelle, wie mit einer solchen Wiederholung jener Operation nichts 
Neues gewonnen wird. Es schliefst sich hiermit die Reihe der Rech- 
nungsoperationen, welche demnach drei ursprüngliche (directe) und 
vier abgeleitete (indirecte) Operationen enthält. Gleichwohl ist aber 
die Arithmetik selbst defswegen nicht als abgeschlossen zu betrach- 
ten; denn wenn auch ein Zuwachs an neuen Operationen nicht mehr 
zu erwarten ist, so kann doch die Aufgabe gestellt werden, die vor- 
handenen Operationen unter allen Umständen ausführbar zu machen, 
und es entspringt diese Aufgabe naturgemäfs aus der Bemerkung, 
dafs die indirecten Operationen in vielen Fällen unmöglich wurden. 
Diese Unmöglichkeit liegt aber nicht in dem Begriffe jener Opera- 
tionen (denn die Forderung z. B., von 4 aus hm 7 Schritte rück- 
wärts zu gehen, enthält keinen Widerspruch in sich), sondern ein- 
zig und allein in dem Mangel an Zahlen, an der Einseitigkeit und 
Lückenhaftigkeit der Zahlenreihe. Jene Unmöglichkeit verschwindet 
daher, sobald man das Zahlengebiet passend erweitert, und auf 
welche Weise diese Erweiterung vorzunehmen sei, das müssen die 
indirecten Operationen selbst zu erkennen geben. 

So führt uns die Subtraetion zunächst auf den Begriff der Null 
und der negativen Zahlen, wodurch sich die bisher einseitig unbegrenzte 
Zahlenreihe zu einer nach beiden Seiten hin unbegrenzten erweitert 
(positive und negative ganze Zahlen). Um ferner die Division aus- 

1 * 
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4 Cap. I. Von den veränderlichen Gröfsen 

fahrbar zu machen, bedarf es der Aufstelluug solcher Zahlen, die in 
gleichen Abständen von einander zwischen je zwei Zahlen der bis- 
herigen Reihe enthalten sind; so erscheinen die Brüche (positive 
und negative) als eingeschaltete Zwischenglieder jener Zahlenreihe. 
Das Wurzelausziehen nöthigt zu einer weiteren Interpolation der Zah- 
lenreilie, welche sich aber von der vorhergehenden in so fern unter- 
scheidet, als man eine zwischen zwei ganzen Zahlen liegende Ir- 
rationalzahl durch eine Theilung des Intervalles in gleiche Theile 
nicht erreichen kann. Die Erscheinung der Irrationalzahlen berech- 
tigt nun , sich an jeder beliebigen Stelle der Zahlenreihe eine Zahl 
zu denken, d. h. mit anderen Worten, die ursprünglich lückenhafte 
Zahlenreihe wird zui- lückenlosen, die punktirte Zahlenlinie zu einer 
ununterbrochenen. Diefs ist das für den weiteren Fortgang der Arith- 
metik bedeutendste Resultat der Buchstabenrechnung, und es er- 
reicht letztere ihr Ende, sobald sie diesen Nachweis geliefert und 
zugleich die Regeln angegeben hat, nach welchen mit beliebig aus 
der Zahlenlinie herausgegriifenen Zahlen die sieben Urundoperationen 
vorzunehmen sind. Was endlich die Bedeutung der imaginären Zah- 
len anbelangt, so wird der Verlauf dieses Werkes selbst darauf hin- 
führen. 



Gapitel I. 

Von den veränderlichen Gröfsen und den Functionen im 
Allgemeinen. 

§. 1 . 

Omodbcgrifle udU Aufgaben der algebraiscbon Analysis. 

Der ununterbrochene Fortgang der Zahlenreihe, welchen die nie- 
dere Arithmetik am Ende ihrer Betrachtungen nachweist, gestattet eine 
Operation, deren Einfachheit nicht minder grofs ist als ihre Wich- 
tigkeit. Das ursprünglichste Verfahren nämlich, um von einer Zahl 
a zu einer anderen b zu gelangen, bestand darin, dafs man von a 
aus in einzelnen Schritten («, a 1, o -f- 2 etc.) weiter ging, bis 
man auf die Zahl b traf ; jeder solcher Schritt bildete einen Sprung, in so 
fern anfangs zwischen den einzelnen ganzen Zahlen keine Zwischen- 
stufen existirten. Die Brüche aber geben die Möglichkeit an die 
Hand, die Weite dieser Sprünge bis zu jedem beliebigen Grade der 
Kleinheit zu vermindern, und sie dienen hierbei als Zwischenstufen 



Digitized by Google 




5 



und den Functionen im Allgemeinen. 

von gleicher Gröfse. Stellen wir dazu noch beliebige Irrationalzahlen, 
BO lassen sich zwischen a und h willkührlich viele Zwischenstufen 
von ebenso willktthrlichen verschiedenen Gröfsen einschalten, und es 
kann nun der Übergang von a nach b ohne alle Sprünge, d. h. mit 
Durchlaufung aller möglichen Zwischenstufen, erfolgen; ein solcher 
Übergang heilst ein stetiger oder continuirlicher, jeder andere 
ein unstetiger, sprungweiser oder discontinuirlicher. Wirkön- 
nen uns jetzt auch eine Zahl .r denken, welche erst den Werth a 
besafs und nachher durch stetigen Übergang den Werth b erhielt, 
und es hat dieser Procels die grölste Ähnlichkeit mit der stetigen 
geradlinigen Bewegung eines Pimktes von einer Stelle des Raumes 
zur anderen. Diese Vorstellung einer stetig veränderlichen Zahl bil- 
det die Grundlage alles höheren Calcüls und ihre Wichtigkeit wird 
sofort aus der Bemerkung eriiellen, dafs eine Anwendung der Arith- 
metik auf die stetig veränderlichen Gröfsen des Raumes und der 
Zeit unmöglich sein würde, wenn nicht auch die Zahl als stetig ver- 
änderlich angesehen werden könnte. 

Nach dieser Erörterung über das Wesen der stetig veränder- 
lichen Zahl oder Gröfse bedarf es noch eines äufseren Unterschei- 
dungszeichens für dieselbe, da es sich treffen kann, dafs in einer und 
derselben Rechnung veränderliche und unveränderliche Zidilen Vor- 
kommen, die zu verwechseln man sich hüten mufs. Für diesen Zweck 
ist es allgemein üblich geworden, die unveränderlichen oder con- 
stanten Gröfsen mit den ersten Buchstaben des Alphabetes a,b,c... 
zu bezeichnen, für die veränderlichen oder variabelen Gröfsen da- 
gegen die letzten Buchstaben, wie t, x, y, z, zu brauchen. In einem 
Ausdrucke wie ox -f- * bezeichnet daher x nicht eine unbekannte 
Gröfse, wie in der Algebra, sondern eine unbestimmte, welche bei 
stetiger Änderung alle möglichen Zahlenwerthe durchlaufen kann, wo- 
gegen a und b festbestimmte Zahlen bedeuten, welche sich nicht än- 
dern, während x andere imd andere Werthe erhält. ' 

Diese Unterscheidung führt von selbst um einen bedeutenden 
Schritt weiter, wenn man die Bemerkung hinzubringt, dafs jede Rech- 
nung, die etwas mehr als unbestimmte Beziehungen enthalten will, am 
Faden der Gleichungen fortlaufen mufs. Setzen wir nämlich einen be- 
liebigen Ausdruck, worin constante Gröfsen mit einer Variabein ver- 
bunden Vorkommen, einer neuen Gröfse gleich, also etwa unser obiges 
ax b= y, 

so ist die neue Gröfse y offenbar wieder eine veränderliche ; denn 
wenn x ando% und andere Werthe annimmt, so ändern sich auch 
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Cap. L Von den reränderlichen Grüfsen 

die Werthe von y. Aber diese Veränderungen sind nicht «illkahrlich; 
eine Änderung des x zieht eine ganz bestimmte Änderung des y nach 
sich; z. B.für zwei bestimmte Zahlenwerthe von x, die wir mit und 
X, bezeichnen wollen, kommen auch ein paar bestimmte ^tspre* 
chende Werthe von y, etwa y^ und y^ , heraus, so dafs ist 
ojr, -f i = y^ und ax, i = y,. 

Nehmen wir nun fm, dafs x, um eine bestimmte Gröfse 8 grbfser 
sei als x,, mithin x, = x^ -{- 8, so haben wir 

z= a (x, -j-i)-f-d = axj-|-i-|-ad 
d. h. y, = yj + ad 

wenn also x sich um 8 ändert, so ändert sich y um nd, mithin hängt 
die Veränderung des y von der des x ab und zwar auf fest bestimmte 
Weise. Noch aulTallender tritt diefs an dem folgenden Beispiele her- 
vor. Es sei u eine ganz beliebig veränderliche Gröfse und 

c = » 

so ist offenbar auch v eine Variable, aber nicht so willkflhiiich als u. 
Denn wenn c eine positive Zahl bedeutet, so ist fQr alle möglichen 
positiven oder negativen u das Quadrat «*, folglich auch h* -f- c, 
mithin jenes v positiv und es existirt kein Werth von k, fUr welchen 
M* c oder v negativ werden könnte. Trotz der gänzlichen Unbe- 
stimmtheit des 71 ist also doch durch die Natur der Gleichung die 
Veränderlichkeit von v eingeschränkt und ihr als Spielraum blofs das 
Gebiet der positiven Zahlen angewiesen. Man mufs daher unab- 
hängige und abhängige veränderliche Gröfsen unterscheiden; die 
ersteren sind solche, denen man willkührlich jeden beliebigen Werth 
beilegen darf, die letzteren diejenigen, deren Veränderungen durch die 
stetigen Veränderungen einer anderen unabhängig veränderlichen Gröfse 
nach irgend einem Gesetze bedingt sind. Dieses Gesetz selbst spricht 
sich in irgend einer analytischen Formel aus, welche die unabhängig 
veränderliche Gröfse enthält (wie oben ax -|- i). Jeden solchen Aus- 
druck, in welchem eine unabhängig veränderliche Gröfse auftritt, 
nennt man eine Function dieser Veränderlichen. Demnach sind 
alle beliebigen Ausdrücke wie 

ax, X®, a*, ^ Ä* — X*, tag x, sin x etC. 
sämmtlich Functionen von x, die sich nur dadurch unterscheiden, 
dafs in jeder die Art des Vorkommens der Hauptgröfse eine andere, 
oder wie mau auch sagt, dafs jede anderer Natur ist Zur Bezeich- 
nung der Functionen im Allgemeinen bedient man sich der Buch- 
staben F, f, q>, oder ähnlicher, welchen man denjenigen Buchsta- 
ben, der die in der Function vorkommende Veränderliche bezeichnet, 
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in Parenthesen eingeschlossen auf der rechten Seite beisetzt*). Sym- 
bole wie F(x), i\x), q>(x), v»(.r) bedeuten also nichts Anderes, als 
gewisse, nicht näher bestimmte Rechnungsausdrflcke, in welchen eine 
unabhängig veränderliche Gröfse vorkommt, wobei durch die ver- 
schiedenen Buchstaben F, /', <p, ^ zugleich angezeigt wird, dafs in je- 
der der genannten vier Functionen x auf verschiedene Weise vor- 
kommt, oder dafs jede anderer Natur ist. Hiernach ist nun der Sinn 
einer Gleichüng wie 

y =.AW 

folgender: die Gröfse y läfst sich dadurch aus x ableiten, dafs man mit 
X irgend welche noch nicht näher bestimmte analytische Operationen 
vernimmt, und daher ist y an x so gebunden, dafs jedem bestimmten 
Werthe von x ein gleichfalls bestimmter Werth von ;/ entspricht 

Es kann eine Function auch zwei oder mehrere unabhängig ver- 
änderliche Gröfäen zugleich enthalten. So ist z. B. der Ausdruck 
ax cz, in welchem x und z zwei von einander unabhängige be- 
liebige Gröfsen bezeichnen, eine Function von x und z zugleich, weil 
er sich ändert, wenn x oder z allein eine Änderung erleidet Setzt 
man ax cz = y, so bezeichnet man die Abhängigkeit des y von x 
und z zugleich durch die Gleichung 

y = /{x, 3) oder y = <p(x, 3) etc. 

Ebenso würden nun entsprechend f{x, z, 1 ), <r(.r, z, «, v) etc. Func- 
tionen von drei und mehr Veränderlichen andeuten. 

Sehen wir uns nun zunächst im Gebiete der niederen Arithme- 
tik nach Functionen um, so finden wir als einfachste 

a -J- T, a — .r, bx, ^ 

welche dadurch entstehen , dafs man mit der Variabein die vier ein- 
fachsten arithmetischen Operationen vornimmt Hierauf folgt natur- 
gemäfs die Potenz, welche zu zwei verschiedenen Functionen Veran- 
lassung giebt, jcnacbdem man die Basis oder den Exponenten als 
unabhängige Variabele ansieht So erhalten wir die Functionen 

x^ und a* 

von denen die erste in der Analysis den Namen Potenz ausschliefslich 
führt, während die zweite sehr passend Exponentialgröfse heifst 
Da die Constante h auch gebrochen oder negativ sein kann, so be- 
greift die Potenz zugleich die Functionen 

*) Bisweilen l&fst man wohl der Kürze wegen die Parenthesen weg und setzt s. B. 
schlechthin fx statt Eine solche Schreibweiss ist aber dePswegen nicht zu empfeh« 

1«D) weil man bei ihr das Operatiooszeichen f leicht mit einem Coefficienten verwechselt* 
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Cap. I. Von den voränderliohen Oröfson 

1 

V'i" und -- 

in sich. Als let2te Function von ahthmetischer Abkunft stellt sich 
noch der Logarithmus dar, indem man die Basis als constaut, die 
Zahl als veränderlich ansieht und demgemäfs mit 

‘hg X 

zu bezeichnen pflegt. 

Die Allgemeinheit, welche im Begriffe der Function liegt, erlaubt 
uns, noch ein paar Schritte weiter zu gehen und auch solche Func- 
tionen in Betrachtung zu ziehen, die nicht ursprttnglich arithmetischer 
Abstammung sind. Beachten wir also aufser dem Gehalte der Arith- 
metik noch den der Geometrie und Trigonometrie, so stellen die go- 
niomctrischen Verhältnisse wiederum Beispiele einer gegenseitigen 
Abhängigkeit von Grofsen dar, in so fern zu jedem Bogen ein be- 
stimmter Sinus, Cosinus etc. gehört. Denken wir uns den Bogen 
X jederzeit in Theilen des Halbmessers ausgedrUckt*), so giebt es 
zu jeder abstracten Zahl x einen Sinus, Cosinus etc. und man 
hat daher die goniometrischen Functionen 

sin X, cos X, tan x, cot x, sec x, esc x. 

An diese reihen sich noch sechs andere, welche die Umkehrun- 
gen derselben sind. Sehen wir nämlich die Variable x nicht als Bo- 
gen an, wie vorhin, sondern bezeichnen wir damit einen gegebenen 
Sinus, so gehört zu demselben ein ganz bestimmter spitzer Bogen, 
welchen man mit 

are (sin = x) oder arcsin x 
bezeichnet; hiernach ist z. B. 



. , n .1 n . . » 

arcsin 1 = — , arcsin — = = — , arcsin 1 = — . 

o K 2 * 2 

Bei negativen x nimmt man auch den Bogen negativ nach Analogie 

der Formel sin ( — «) = — sin v, z. B. 



■ l ” W .X - 

arcsin ^ —J = — — , arcsin ( — 1) = — 2 ' 

Ebenso versteht man unter arccos x den kleinsten aller der Bö- 
gen, deren Cosinus die Länge x haben, z. B. 



Wäre der Bogen nrsprüngUeb in Graden gegeben, so deTs er etwa fafste, so 
würde die Proportion 

1800 : flO B= Ä ; X, also x = n 

löU 

gelten, and dadurch bestimmt sich eben jenes x, wovon oben die Bede ist. 
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arccos J = -, arccos 0 = — , 

Ferner bezeichnet arctan x denjenigen zwischen — und -|- 

liegenden Bogen, dessen Tangente = ist, wobei dem Bogen das* 

selbe Vorzeichen gegeben wird, welches x besitzt, z. B. 

n .y — n n 

arctan 1 = — , arctan r 3 = — , arctan oo = — , 

4 6 ’ 2 ’ 

t 

- . 1t « 1t 

arctan ( — 1 ) = , arctan { — oo) = — - . 

•h 2 

« 

Wie man auf ähnliche Weise die Functionen arccot x, arcscc x und 
arccsc x definiren kann, ist unmittelbar ersichtlich; die so erhal- 
tenen sechs Fimctionen heifsen cyclometrische. 

Was nun die Aufgabe der algebraischen Analysis anbelangt, so 
ist dieselbe eine doi)pelte. Sie hat erstlich mit den Mitteln, wel- 
che die Algebra bietet, die allgemeinen Eigenschaften der Functionen 
so weit als möglich zu erforschen, und zweitens die Resultate dieser 
Untersuchung speciell auf die bisher genannten Functionen anzuwen- 
den. Die algebraische Analysis zerfällt demnach in zwei Haupttheile, 
deren erster als eine elementare Theorie der allgemeinen 
Eigenschaften der Functionen, und deren zweiter als spe- 
cielle Theorie der einfachen Functionen bezeichnet werden 
kann , wobei wir die bisher genannten P’uiictiouen unter der Benen- 
nung „einfache Functionen“ zusammenfassen. 

§. 2 . 

Die cyclometrischen Formeln. 

Da in den Lehrbüchern der Trigonometrie die cyclometrischen 
Functionen nicht behandelt zu werden pflegen, so schalten wir an 
dieser Stelle die Entwickelung der cyclometrischen Grundformeln ein. 

I. Bezeichnet « einen Bogen des ersten Quadranten, .r seinen 
Sinus, so hat man folgende Gleichungen 

sin u = X, cos u = — X*, 

^ ' Kt— X* 



tan u = 






cot u = 



von denen jede zur Bestimmung des u dienen kann; es ist daher 
^ arcsin x = arccos K i — x* 

1 ) 



X V^4 X* 

— arctan — = arccot 

Ki-x» X 
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Cap. L Von den reränderlichon Grüften 
Nennen wir ferner z die Tangente des Bogens u, so haben wir 

tajt u — z, cot u — — , 

z 

' 1 . * 

CO« u = , tut U = ■' ■ 

V-'l-fa» 

mithin umgekehrt 

arctan z = arccol — 

3 

i . » ' 

= arccos — — — = arcsin — — ■ 

II. Das Complement des Bogens arcsin x hat x zum Cosinus; 
daher ist 

3) arcsin x arccos x = ^ 

Das Complement des Bogens arctan z hat z zur Cotangente; diefs 
giebt 

4) arctan z -{- arecot z ^ n. 

III. Ist wieder u ein Bogen des ersten Quadranten, so haben alle 
die Bögen 

«, + » — tt, + + 3w — «, + 4n-|-«, + 5« — u 

einen und denselben Sinus; überhaupt ist 

sin u = sin n n — u) + 2 A n], 
wobei man der Reihe nach A- = 0, 1, 2, 3, . . . zu setzen und für jeden 
individuellen Werth von k erst das obere und dann das untere Zei- 
chen zu nehmen hat. Bezeichnet x den gemeinschaftlichen Werth 
aller jener Sinus, so folgt n = arcsin x, weil u im ersten Quadran- 
ten liegt; wird dagegen ganz uhbestimmt die Gleichung sin k = x 
gegeben, ohne dafs man vorher weifs, in welchem Quadranten w liegt, 
so kann w alle die Werthe «, * — 2 « 3 b — u etc. haben; 

die allgemeine Formel für k ist daher 

= — o) + 2A*. 

Mit anderen Worten, alle Wurzeln der Gleichung 

sin Ul = X 

sind in der Formel 

UI = ^ B Ä — arcsin x) + 2 A » 
enthalten , wenn A = 0, 1, 2, 3 etc. gesetzt wird. 

Bezeichnen u und v zwei Bögen des ersten Quadranten und ist 

sin u — X, sin v = y 

mitliin 




so hat man 



u — arcsin x. 



V = arcsin y. 
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= X y 1 — y* yy \ — ** 
mithin nach dem Vorigen 

= — arcsin (x y i — V* V 1 — + 2 A » 

oder zufolge der Werthe von u und v 

arcsin x arcsin y 

= ^ n n — arcsin (x y l — y* -f- y ^ i — *’)J i 2 A ». 
Hier ist noch zu bestimmen, öb das obere oder untere Zeichen, und 
welcher Werth ftlr t genommen werden soll. Die Summe zweier 
Bögen des ersten Quadranten giebt nun entweder einen zwischen 0 
und ^71, oder einen zwischen und n liegenden Bogen; daher 
ist 1 = 0 und im Falle m c c |>i das untere , dagegen für it » 
i 7f das obere Zeichen zu nehmen. Um aber zu entscheiden , ob 
der erste oder zweite Fall statt findet, berechnen wir cos (« -f- »-)> 
weil dieser Ausdruck positiv oder negativ ist , jenachdem h im 
ersten oder zweiten Quadranten liegt Es ergieht sich 
cos (u i') = cos u cos V — sin u sin v 

1 - (V» + y») 



= — JT» y \ —y 



W-(l _ x»)(l — y») 4- xy’ 
und nach allen bisherigen Bemerkungen folgt nun im ersten Falle 



5) 



arcsin x arcsin y = arcsin (xV^l — y* -|-y^l — **), 



X» 4 - y* < 1 , 

dagegen im zweiten Falle 

^resin x arcsin y=n 



6 ) 



arcsin (xV^l — y* -|-y^l — x*), 

i + y’ = 1- 

Durch ganz ähnliche Schlüsse gelangt man zu der Formel 
7) arcsin x — arcsin y = arcsin (xV^t — y* — y ^ \ — x*), 
bei welcher es keiner Unterscheidung bedarf, weil die Differenz zweier 
Bögen des ersten Quadranten immer zwischen — und + i» liegt 
IV. Ist wieder n ein Bogen des ersten Quadranten, so haben 
alle die Bögen 

», + « -4 «, + 2 w + "> i 3 * + “• • • • • 
dieselbe Tangente, weil immer 

tan u = tan (« + k n). 

Für tan u = x ist u = arctan x; aus der allgemeinen Gleichung 

tan u) = X 

folgt dagegen 

m SS u + k 31 arctan x k n. 



Digilized by Google 




12 



Cap. 1. Von den Teränderliohen Gröfsen 

Sind ferner u und r zwei Bögen des ersten Quadranten, so ist 
für tan u = x und tan v=y 

tan u + tan V _ _ X + y 



tan t>) : 



1 — tan u tan v 



1 — xy 



miUiin 



K -|- t) = aretan + A n 



1 — xy — 
oder vermöge der Werthc von u und v 

8) arctan x 4- arctan y = arctan ^ k n. 

• ' 1 — xy ~ 

Hier sind wie früher zwei Fälle zu unterscheiden. Entweder liegt 
arctan x -|- arctan ;/ = « -|- r im ersten Quadranten, dann ist 
cos (« -|- c) = cos K cos c — sin u sin c positiv , mithin sin n sin r 
< cos n cos V oder tan u tan r <; 1 d. h. xy 1. In diesem Falle 
muss * = 0 sein, weil sonst ein Bogen :> « oder ein negativer Bo- 
gen zum Vorschein käme; also 

+ y 



9) 



\arctan x arctan y = arctan 



1 — xy 
xy 

Beträgt dagegen « -|- c mehr als ^ , so ist ary ^ 1 und aus der 
Gleichung 8) wird 

arctan x -f- arctan u = — arctan -|- k n: 

xy — i — 

Damit nun rechter Hand gleichfalls ein Bogen des zweiten Qua- 
dranten erscheine , mufs 1 = 1 mit dem oberen Zeichen genommen 
werden, also 

I I tc -X- y 

arctan x arctan y =. n — arctan ^ 

' ^ xy—\’ 

xy> 1 . 

Durch ganz ähnliche Schlüsse gelangt man zu der Formel 

, X — V 

11) arctan x — arctan y = arctan ; — ^ — , 

1 + ^y 

bei welcher keine Unterscheidung nöthig ist, weil die Differenz zweier 
Bögen des ersten Quadranten immer zwischen — tmd -f- liegt. 



§. 3. 

Dio verschiedcQCD Arten von Functionen. 

• Die grofse Unbestimmtheit, welche in dem allgemeinen Begriffe 
der Function liegt, macht eine Eintheilung der Functionen in Clas- 
sen nöthig, wobei man als Eintheilungsgrund die verschiedenen Rech- 
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und den Functionen im Allgemeinen. 

nungsoperationen nimmt, aus welchen die Functionen hervorgehen. 

'Ulan theilt nun gewöhnlich die arithmetischen Operationen in zwei das- 
sen, von denen die erste die Operationen des Addirens, Subtrahirens, 
Multiplicirens , Dividirens und Potenzirens für constante £xi>onenten, 
wozu auch das Wurzelausziehen gehört, in sich begreift und die andere 
alle übrigen Arten von Operationen umfafst. Die Operationen der 
ersten Classe nennt man algebraische, die der zweiten Classe 
transscendente und theilt hiernach die Functionen in algebraische 
und transscendente. Zu den ersteren gehören alle Functionen, in wel- 
chen mit der darin enthaltenen veränderlichen Gröfse blofs algebraische 
Operationen vorgenommen werden, zu den zweiten die, in welchen die 
Veränderliche transscendenten Operationen luiterworfen wird. Auf die 
Art und Weise, in welcher die constanten Gröfsen der Function auf- 
treten, wd bei dieser Unterscheidung keine Rücksicht genommen. 

Die algebraischen Functionen theilt man noch in rationale und 
irrationale. Zu den ersteren gehören alle diejenigen, in welchen 
die veränderliche Gröfse unter keinem Wurzelzeichen, oder was das 
Nämliche ist, mit keinem gebrochenen Exponenten behaftet vorkommt, 
vorausgesetzt, dafs man alle angedeuteten Rechnungen so weit als 
möglich ausgeführt, also die Function selbst auf den möglichst ein- 
fachsten Ausdruck reducirt hat Die letztere Bemerkung ist defs- 
halb nicht ganz überflüssig, weil eine Function als nicht rational er- 
scheinen kann, so lange man sie nicht so weit als möglich reducirt 
hat, z. B. die Function 

die man beim ersten Anblick nicht zu den rationalen rechnen würde, 
die aber in der That dazu gehört, weil sie sich bei Ausführung der 
Multiplication auf a — x reducirt Kommen dagegen in einer Func- 
tion Wurzelzeichen vor, die sich nicht durch blofse Reduction weg- 
schaffen lassen, so helfet dieselbe eine irrationale. 

Man unterscheidet bei den algebraischen Functionen auch noch 
ganze nnd gebrochene. Zu den ersten rechnet man die, in de- 
ren Nenner die veränderliche Gröfse selbst nicht vorkommt, zu den 
zweiten die, in welchen die Variable auch im Nenner auftritt So 
sind z. B. 



a bx cx* und y' a* — b*x* 
eine rationale und eine irrationale ganze Function, dagegen 

a -i- bx , a — V' T 

— j— 3-5- und 

c cx 

eine rationale nnd irrationale gebrochene algebraische Function. 
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Cap. I. Von den yeriüiderlichen Gröfgen 

Da in einer rationalen algebraischen Function keine anderen 
Recbnungsoperationen als die \1er Species und die Erhebung auf eine 
Potenz von ganzen Exponenten Vorkommen dürfen, so sieht man leicht, 
dafs eine ganze Function dieser Art unter der aUgemeinen Form 
^0 + + -^ 2 ** + • • • 

stehen mufs, in welcher A^, . . . A„ constante Zahlen (gleich- 
viel ob ganze oder Brüche) bedeuten, von denen natürlich auch eine 
oder mehrere = 0 oder negativ sein können. Der höchste aller ver- 
kommenden Exponenten bestimmt den Grad der Function, ln un- 
serem Falle ist die Function vom Grade m, weil die einzelne 
Glieder nach den steigenden Potenzen von x geordnet sind, also der 
letzte E.\ponent m der gröfste ist Eine gebrochene rationale al- 
gebraische Function läfst sich immer auf das allgemeine Schema 
^0 + + ^^2^* + ■ • • -f A„x" 

-f B,x -f- B^x^ 4- . . . -I- Ä„x- 

bringen, in welchen . . . B^ ebenfalls constante Zalüen sind. 

Die Differenz der höchsten vorkommenden Exponenten, also hier 
m — H, giebt dann den Grad der Function an. 

Es kann auch der Fall eintreten, dafs man wohl im voraus weifs, 
eine gewisse Gröfse sei eine Function einer anderen vorhandenen 
Gröfse, dafs man aber die Form dieser Function nicht angeben kann. 
Z. B. wenn x und y beliebige Gröfsen bedeuten, kann die Gleichung 
xy — ax by z= c 

nur dann bestehen, wenn y eine gewisse Function von xund ebenso 
umgekehrt x eine gewisse Function von y ist Denn wenn man dem 
X einen beliebigen Werth giebt so ist y schon nicht mehr wibkuhr- 
lich und sein Werth kann durch Auflösung der Gleichung nach y 
gefunden werden. Ebenso verhält es sich umgekehrt mit x. ln sol- 
chen Fällen, wo man zwar weifs, dafs die eine Gröfse eine Function 
der anderen sei, ohne dafs man ihre Form näher zu bestimmen im 
Staude ist, nennt man die eine Gröfse eine unentwickelte oder 
ungesonderte Function der anderen. Kann man aber die Form 
näher angeben, so hat man eine entwickelte oder gesonderte 
Function. Diese Sonderung der Veränderlichen würde sich in der 
oben angeführten Function leicht durch beiderseitige Subtraction von 
ab bewirken lassen; man erhält dann 

(x 4 ) (y — fl) = c — ab 

und daraus 



X 




y = a -f 



e — ab 

T+T 
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und den Functionen im Allgemeinen. 

Ebenso ist in der Gleichung 

u X sin u z=z 0 , 

K so lange eine ungesonderte -Function von x, als man nicht eine 
Gleichung von der Form it = . . . aufweisen kann, ans welcher filr 
jedes beliebige x das zugehörige h berechnet werden könnte. 

Es giebt endlich noch eine Eintheilung der Functionen, welche 
sich nicht auf die Operationen, sondern auf gewisse Eigenschaften 
derselben gründet Manche Functionen besitzen nämlich die Eigen- 
schaft, dafs sic nach einem gewissen Intervalle wieder die Werthe 
annehmen, die sie fHlher schon eiumid gehabt haben, wie z. B. der 
Sinus, in welchem sin (2w -f- x) = sin (iw a) = sin (6w -f- ,r). . . 
=: sin X ist; Functionen dieser Art heifsen periodische, während 
alle anderen, welchen die genannte Eigenschaft abgeht, nichtperio- 
dische heifsen. Das Kennzeichen einer periodischen Function f{x) 
ist, dafs es eine constante Gröfse a giebt, für welche 

fix) =f(a -f *) —/{2a -f i) =/(3a x) . . . 
wird, wobei man n das Intervall oder den Index der Perio- 
dicität nennen kann. Für /'(x) = sin x beträgt dasselbe 2 w, für 
f{x) = tan X ist o = w. In der niederen Analysis scheiden sich 
durch diese Eintheilung die goniometrischen Functionen von den üb- 
rigen. ' 



§. 4 . 

Dia gaometrischa Darstalluog dar FoactionaB. 



Man kann sich von einer Function einer einzigen Variabelen sehr 
leicht ein geometrisches Bild verschaffen, wenn man den in einer 
Gleichung wie 

y =/W 

vorkommenden Verändm’lichen eine geometrische Bedeutung unter- 
legt Das einfachste in dieser Beziehung ist, dafs man die Zahlen 
X und y als die Längen gerader Linien ansieht und letztere nach 
irgend einem Maafsstabe construirt, indem man eine Gerade von will- 
kOhrlich festgesetzter Länge als die Linie Eins anniramt Um aber 




die zusammengehörigen Werthe von x und 
jr übersichtlich bei einanderzu haben, pflegt 
man eine unbestimmt lange Gerade OX 
(Fig. 1) als Basis und einen festen Punkt 
O in ihr als Ausgangspunkt der Construc- 
tion zu wählen und zwar in der Weise, 
dafs man die verschiedenen Geraden, wel- 
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che die individuellen Werthe von x darstellen, jedesmal von O aus ab- 
schneidet (OM = x) und die zugehörigen Geraden, welche die ent- 
sprechenden Werthe von y angeben, senkrecht an den Endpunkten 
jener Strecken errichtet (MP = y). Mit anderen Worten, und in 
der Sprache der analytischen Geometrie ausgedrflekt, heilst Diefs: 
man denke sich die unabhängige Variable x als Abscisse und die 
abhängige Variable als rechtwinklige Ordinate irgend eines Punk- 
tes in der Ebene. Da y nicht willkUhrlich ist, sondern im Gegen- 
theile aus x durcli gewisse liechnungsoperationen abgeleitet wer- 
den kann, so erhält man durch diese Construction nicht willkührliche 
Punkte in der Ebene, sondern solche, die mit einer gewissen Regel- 
mäfsigkeit auf einander folgen und in dieser Kegelmäfsigkeit irgend 
eine gerade oder krumme Linie bilden. Diese Linie, von welcher 
y = /(.r) die Gleichung in rechtwinkligen Coordinaten ist, stellt nun 
das geometrische Dild der Function f{x) dar. 

Auf analoge Weise lassen sich auch die Functionen zweier Va- 
riabelen geometrisch construiren. Denken wir uns in der Gleichung 

s — f[x, y) 

die Variabelen .r, y, z, von denen die ersten beiden die unabhängi- 
gen sind, als rechtwinklige räumliche Coordinaten, so entsteht fol- 
gende Construction. Durch die beiden willkUlirlichen Coordinaten x 
und y wird zunächst ein völlig beliebiger Punkt iV in einer Ebene 
(der Coordinatenebene xy) bestimmt; errichtet man in diesem Punkte 
eine Senkrechte von der Länge : auf jener Ebene, so erhält man 
einen Punkt im Raume, von welchem x, y, z die rechtwinkligen Coor- 
dinaten sind, wie OM = x, MN = y, NP = z in Fig. 2. Jedem 

Punkte N der Ebene xy entspricht jetzt 
ein Punkt P im Raume, von welchem 
N die Horizontalprojection darstellt; der 
Gesammtheit aller in der Ebene xy lie- 
genden Punkte entspricht demnach eine 
räumliche Gesammtheit von Punkten, oder 
kürzer eine Fläche. 

Weiter als bis zu den Functionen 
zweier Variabelen reicht indessen die 
geometrische Darstellung der Functionen 
nicht; denn um die k'nnctionen einer Veränderlichen zu construiren, 
bedurften wir zweier Dimensionen (für die unabhängige und abhän- 
gige Variabele ), indem wir die Construction in der Ebene ausbreite- 
ten; für die Darstellung der Functionen zweier Variabelen waren 
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und den Functionen im Allgemeinen. 

drei Dimensionen nöthig, und mithin wurden zur Construction der 
Functionen von drei oder mehreren Variabelen vier oder noch mehr 
Dimensionen des Raumes erforderlich werden, die für uns wenigstens 
nicht existiren. Hier wird also der Calcül der Anschauung überlegen, 
ein Phänomen, welches man öfter zu beobachten Gelegenheit fin- 
den wird. 



Capitel n. 

' Die Grenzwerthe Iler Functionen. 



§. 5 . 

Bogri£f der Grenze. Beispiele. 



Da in einer Function die veränderliche Gröfse alle möglichen 
Werthe anuehmen darf, so kann man dieselbe auch auf die Weise 
sich verändern lassen, dafs sie von irgend einer Stelle an sich be- 
ständig vergröfsert, und gröfser als jede angebbare • Zahl werden 
kaim. Hierdurch wird nun auch eine beständige Veränderung in den 
Werthen der Function herbeigeführt werden, die sich bei der unbe- 
stimmten Allgemeinheit, welche in dem Begriffe der Function liegt, 
schlechthin nicht angeben läfst. Ein Fall aber bedarf ganz beson- 
derer Aufmerksamkeit Es kann nämlich Vorkommen, dafs die Func- 
tion sich nielir und mehr einer bestimmten Grenze nähert, wenn die 
in ihr enthaltene Variabele fortwährend ins Unbestimmte hinaus zu- 



nimmt Diefs ist z. B. der FaU bei der Function -. 

X 



Diese nimmt 



fortwährend ab, wenn .r wächst, und zwar kann ihr Werth kleiner 
als jeder noch so kleine beliebige Bruch ß werden, sobald man nur 

X ^ nimmt; mau sagt daher; „bei unendlich wachsenden x con- 



vergirt ^ gegen die Null“ oder: „für .r = oo hat ^ die Null zur 

Grenze.“ Der letztere Ausdruck läfst sich dadurch in Form einer 
Gleichung darstellen, dafs man die Worte „Grenzwerth von“ irgend- 
wie abkUrzt, und es ist üblich, dafür die Sylbe Lim. (Abkürzung 
von lAmcs = Grenze) zu brauchen ; der vorige Satz wird daher ge- 
schrieben 



Lim - = 0, 

X 

ScKlömildb zlftbr. Aoalyiit dritte Aafl. 



für JT = cx). 



2 
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I 

Cap. U. Die Grenzwerthe der Functionen. 

Hieraus folgt z. B., dafs der etwas zusammengesetatere Ausdruck 
o - gegen die Grenze « convergirt d. h. 




Überhaupt bedeutet die Gleichung 

) = a, X Z= oc, 

dafs der Unterschied zwischen der Function /(.r) und der Constan- 
ten II kleiner als jede angebbare Zahl gemacht werden kann, wenn 
inan x in's Unendliche wachsen läfst. Um den letzteren Zusatz zu 
ersparen, werden wir nicht selten eine unendlich wachsende Zahl 
durch einen der Buchstaben o, r, eo bezeichnen, mithin statt der vo- 
rigen Gleichung kürzer Lim /'( ai) = a sclireiben. 

1 

Setzt man - = ä, so ist ä eine gegen die Null convergirende 

Cd 

Zahl, und an die Stelle von / ( m » tritt eine Function von A, welche F{ S) 
heifsen möge. Man hat jetzt die neue Gleichung Um F(S) = «, welche 
sagt, dafs der Unterschied zwischen F(&) und u kleiner als jede an- 
gebbare Zahl gemacht werden kann, wenn A die Null zur Grenze hat. 

Wir geben zunächst ein paar einfache Beispiele von Grenzbestim* 
niungcn. 

1. Sucht man die Grenze, welcher sich der Bruch 

4 -|- 0) 

0 -}- m 

bei ^endhch wachsenden t» nähert, so kann man zwei Wege gehen. 
Man benutzt entweder die identische Gleichung 

4-^0) 4 — a 

o -|- oj ' a (o 

und beachtet, dafs der letzte Bruch einen constanten Zähler und einen 
unendUch wachsenden Nenner besitzt, dafs folglich sein Werth gegen 
die Null convergirt. Oder man dividirt Zähler und Nenner des ge- | 
gebenen Bruches mit co und erhält I 

4 - -4- 1 

4-f-o) 01* 4Ä-|-1 

a-f-M 1 ,, «4-4-1’ 

w * 



WO 4 die Null zur Grenze hat Auf beiden Wegen gelangt man zu 
dem Resultate 



b -t- (0 

, Lm — I = U 

o -j- m 

welches sich leicht in Worte fassen läfst 



I 
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2. Setzt man 




so wachsen i/, und y gleichzeitifj mit :t in’s Unendliche; dagegen 
nähert sich die Dififerenz »/, — 1 / einer bestimmten Grenze, weil 



i'i 




a“) = 



ab 

X + V x‘- — a* 



ist und auf der rechten Seite ein Bruch steht, dessen Zähler con- 
stant bleibt, und dessen Nenner jede angebbarc Zahl übersteigen 
kann. Man hat daher 

Um (i/, — y ) = 0, ( für X = 00) ; 

hierin liegt der bekannte Satz, dafs die Hyperbel eine Asymptote 
besitzt. 

3. Es möge endlich nocli die Frage erörtert werden, welcher 
Grenze sich bei unendlich wachsenden cd nähert. Für a 2 ist 
allerdings leicht genug zu sehen, dafs n'“ in’s Unendliche zunimmt, 
dagegen erhellt diefs nicht so unmittelbar, wenn u nur wenig mehr 
als die Einheit ausmacht. 

Nun ist durch gewöhnliche Division 



— n" -f* • • • '4' "I“ 1 ; 

unter der Voraussetzung « 1 beträgt jede der Potenzen a, a*, ... 

a"-' mehr als die Einheit, mithin ist, wenn jede der genannten Po- 
tenzen durch die kleinere Einheit ersetzt wii'd, 



oder durch ^idtiplication mit « — 1 und Transposition 
«" > 1 -j- fl (a — 1 j. 

Bei unendlich wachsenden « kann das Product h(o — 1) jede an- 
gebbare Zahl übersteigen, und daraus folgt 

Um a” = 00 , a 1, n = 00 . 

Ist der Exponent von u keine ganze sondern irgend eine andere 
positive Zahl, so bezeichne n die nächst vorhergehende Zahl; man 
hat dann m n, o“ ^ a", mithin um so. mehr da schon a" in’s Un- 

endliche wächst 

Lim fl“ = 00 , a ^ 1. 

Im Falle a C 1 kann man a = ~ setzen, wo 6 > l ist; in der 

Q 

identischen Gleichung 

2 * 
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steht dann rechter Hand ein Bruch, dessen Zähler constant bleibt, 
und dessen Nenner in’s Unendliche wächst; hieraus folgt 
Lim a<» 0, o 1. 

Der letzte Fall a = 1 bedarf keiner besonderen Untersuchung, 
da immer = 1 ist 

§. 6 . 

• All^meinc Sitze Uber Orenzbestimmungen. 

Wenn eine Function aus mehreren anderen Functionen zusam- 
mengesetzt ist, deren einzelne Grenzwerthe bekannt sind, so entsteht 
die Frage, wie man den Grenzwerth der zusammengesetzten Func- 
tion aus den Grenzwerthen ihrer einzelnen Bestandtheile herleiten [ 
soll. So besteht z. B. die Function 1 




aus zwei Factoren, von denen der erste sich der Grenze Eins und 
der zweite der Grenze nähert, wenn x unendlich wächst, und es 
bleibt nun noch zu untersuchen , wie sich Lim /'{x) aus 1 und ^ n 
bildet In solchen Fällen bedient man sich der nachfolgenden Sätze. 

I. Nähert sich die Function »(.i), gleichviel ob für wachsende 
oder abnehmende x, der Grenze a, so darf man (p(j.) = «-[-< 
setzen, worin j zwar eine an sich unbekannte Gröfse ist, von der 
man aber wenigstens weifs, dafs sie verschwindet, wenn inan von 
g>(x) zu Lim q>(x) übergeht, weil in diesem Falle die Gleichung Lim 
= fl, der Voraussetzung nach , herauskommen soll. Ist ebenso 
Lim ■if>(x) = h, so darf tf>(x) = l> i gesetzt werden, wo nun auch 
t beim Übergänge zur Grenze verschwindet Man hat nun 
7>(x) + = « -|- Ä + (4 -f- t) 

= a + 4-|-d + t 

folgUcb 

Lim [ip(x) + = a + i 

oder vermöge der Werthe von « und ft 
( 1 ) Lim [<p(x) + i|^(x)] = Lim <p(x) + Lim t);(x) - 

d. h. der Grenzwerth einer Summe oder Differenz wird dadurch ge- 
funden, dafs man die Grenzwerthe der einzelnen Bestandtheile ad- 
dirt resp. subtrahirt. 

Hat man allgemeiner für m verschiedene Functionen 
w,(x), . . . (.i) 
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Lim q>i(s) = a,. Lim = a,, . . . Lim 7«(x) = 

SO folgt 

9,(x) = «, + Ä,, = “t + ^1. • • • •Pmi^) = ff» + ^» 

und mithin 

(2) «PiW ± «PsW + <!»s(x) + . . . + <F»(x) 

— »1 + ffj + “j +... + <(» 

+ ± • • • + 

Nennen wir i' die ihrem absoluten ;Werthe nach gröfste und d" die 
kleinste unter den Gröfsen S^, S^, . . . ö„, so ist das Aggregat 

(3) ± d, + d, ± . . . + Ä» 
jedenfalls kleiner als 

d' 4- d' 4- a* . -I- d' = ,„3' 

und gröfser als 

d" 4- d" -f r -f- . . . -f d" = md". 

Da nun m eine unveränderliche Zahl ist und sämmtliche d, also 
auch d' und d", beim GrenzUbergange verschwinden, so nähern sich 
md' und md", folglich auch das in (3) verzeichnete Aggregat der Grenze 
Null und es bleibt aus No. (2) noch übrig 

(4) Lim [<p,(x) + (pj(x) + q»ä(x) + . . . + ?>»(x)] 

= ff| + «S + “ä +--- + ffm 

= Lim 9>,(x) + Lim qp,(x) + Lim 9>j(x) + . . . + Lim 7»(x). 

Diese Gleichung zeigt, wie man den Grenz werth einer Function fin- 
det, die aus einer endlichen Menge anderer Functionen durch Ad- 
ditionen oder Subtractionen zusammengesetzt ist. Es besteht aber 
dieses Theorem im Allgemeinen nicht mehr, wenn die Anzahl jener 
Bestandtheile unendlich grofs ist, denn es könnte dann sehr wohl 
sein, dafs die Summe d, ^d^ + dj-F etc., die nun aus einer unend- 
lichen Menge abnehmender Gröfsen besteht, sich einer von Null ver- 
schiedenen Grenze näherte. 

n. Die Aufgabe, den Grenzwerth eines Productes zu finden, 
läfst sich leicht auf die vorige zurttckführen. Aus 
, «PiW <Pj(x) <pj(x) . . . 9>«(x) 

= (<*i + ^l) (“* “f" "I" ^3) • • • (“>■ "I" ^•) 

folgt nämlich, indem man beiderseits die Logarithmen nimmt, 

log [9,(x) <Jl>,(x) <P3(x) . . . I)p 4 x)] 

=% («1 4 ^i>4 4 % («3 4-*3)4--”+ % (ff«.+d„) 

nennen wir die linke Seite f{x), so ist durch Übergang zur Grenze 
Limf{x) = log flj -f- log ff j + % ff, -1- ... -f log ff» 

= log (ff, ff, ff, . . . ff») 

yn ithin 
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• A*) = % («I «* «5 . . . + * 

wo t eine Gröfse bezeichnet, welche beim Grenzenübergange verschwin- 
det. Bezeichnen wir mit B die Basis des logarithmischen Systemes, 
so folgt weiter , 

gnx) — , 

oder vermöge der Bedeutung von-/(.T) 

9?,(x) Vjtx) qpg(x) . . . gi„(x) = ffj a, fl, . . . <i„ . Äf 

Beim Übergange zur Grenze verwandelt sich in ß» = 1 und es 
wird jetzt 

( 5 j Lim [<PiW 9>,(x) 7>3 (x) . . . = «, fl, fl, ... fl« 

= Lim <p,(x) . Lim (p,(x) . Lim q»,(x) . . . Lim 
d. h. der Grenzwerth eines Productes ist das Product aus den Grenz- 
werthen der einzelnen Factoren. In der Anwendung auf das Im An- 
fänge genannte Beispiel ist also 



Lim 



(t 






arctan x 



) = 



Lim 



Lim arctan x = 1 



7t 

2 



1 -f X 

Doch mufs hier wiederum bemerkt werden, dafs der in No. (5) aus- 
gesprochene Satz nur für eine endliche Anzahl von Factoren Gültig- 
keit besitzt. 

III. Bei der Division ist die Sache ganz ähnlich; aus Lim <p(x) = a. 
Lim i^(x) = b folgt nämlich 

i/i(x) 4 -f- t b • fl* — iS 

W(x) a d 
und durch Übergang zur Grenze 





fl ' a(fl -|- d) 



( 6 ) 






Lim ij^(x) 
Lim ^(x) 



<p(x) fl 
was dem Früheren völlig analog ist. 

IV. Um den Grenzwerth des zusammengesetzten Ausdrucks 

9(x)''’('l = (fl -f d)*+‘ 

zu bestimmen, nehme man beiderseits die Logarithmen der Basis B ; 
dann ist 

%[ip(x)''’<^' ] = (A -|- €) log (fl -f d) 

Bezeichnen wir die linke Seite für den Augenblick mit f \x), so folgt 

Lim ßx) — b log a 

mithin 

ßx) = A % fl -f f 

WO [ eine beim Grenzenübergange verschwindende Gröfse ist Man 
hat nun weiter 

ßi(^> = . /ß 

oder vermöge der Bedeutung von /'(x) 
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= «* . fli 

und hieraus folgt durch Übergang zur Grenze 
(T) Lim ] = a* =: [Lim 

V. Sehr häufig benutzt man zu Grenzbestimmungen folgenden 
Satz: wenn die Function /’(.c) zmschen 7 )(.r) und i/^(a) liegt, also die 
Üngleichung 

statt findet, und sich <)D(jr) sowohl als <i>(.r) einer und derselben 
Grenze k nähert, so ist auch JÄm /(.r) = k. 

Diefs folgt leicht aus der Bemerkung, dafs eine zwischen A und 
B liegende Zahl M, {A M B) jederzeit unter der Form 
M=ß + ^(A — 0) 

dargestellt werden kann, wo q einen positiven echten Bruch bezeidi* 
net Man kann daher auch 

Hx) = i>(_x) -f ?[(p(x) — i/;(x)] 

setzen und es folgt nun durch Übergang zur Grenze, wegen Um <p(x) 
= k und Um t/»(.r) = k, 

Lim J[x) = k 

wie behauptet wurde. Beispiele hierzu aird man in den nächsten Pa- 
ragraphen finden. 



§■ 7 - 

Gh'enzbestimmungen an Pot«uzen. 



Die Untersuchung, welche wir über mehrere aus der Potenz ent- 
springende Grenzwerthe anstellen werden, beruhen auf einigen sehr 
einfachen Grundformeln, deren Entwickelung wir vorausschicken. 
Bekanntlich gilt für ganze positive m die identische Gleichung 

a’" — 

a — i 

= a"*"’ n"*~* b -|- Ä* (I* 4“ - * ab*‘ ”* 

in welcher rechter Hand m Summanden Vorkommen ; ist nun n'^by^o, 
so wird die rechte Seite zu grofs, wenn man statt b aberall « setzt, 
mithin ist 



l) 



an> — im 

—j— <. ma”' - ' , 

a — h 



dagegen wird die rechte Seite zu klein , wenn man überall h an die 
Stelle von « treten läfst d. h. 

a" — 4« 

2) 7- !> mb” - ' . 

a — 0 

Multiplicirt man die Ungleichung 1) mit dem positiven Factor a — b 
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und vereinigt nachher diejenigen Gröfsen, welche den gemeinschaft- 
lichen Factor entlialten, so erhält man • 

3) [a — m (a — A}]a" ~ A“ ; 

durch eine ganz ähnliche Rechnung zieht man aus No. 2) 

4) a" ^ [4 -|- OT (a — Aj] 4"~*. 

Unter der Voraussetzung, dafs a — m (a — b) eine positive Gröfse 
ist, kann man die Ungleichung 3) mit a — m (a — b) dividiren; diefs 
giebt 



am — l ^ 



wobei Bedingung 



a — I» (a — b) 



a ^ m (a — b) oder b ^ — a 

m 



festzuhalten ist Setzt man »n = 7i -|- l, so wird 



5) 



a» < • 



A" + i 



a'> byf — j— a. 
"+ ‘ 



a — i« -f 1 j (a — 4) ’ 

Aus der Ungleichung 4) erhält man, wenn der Symmetrie wegen * für 
m geschrieben wird, 

6) a" [4 -|- « (a — 4)] 4"-' , a ^ 4. 

Diefs ist der Apparat dessen wir für das Folgende bedürfen. 

Die erste Aufgabe sei, den Grenzwerth des Quotienten 
(1 -I- Ä)'* - 1 

d 



für den Fall zu bestimmen, dafs d gegen die Null convergirt, wäh- 
rend ft einen gegebenen constanten Werth behält. Wollte man ge- 
radezu d = 0 setzen, so würde man zu dem Ausdrucke ^ gelangen, 
der bekanntlich (dem Begriffe der Division gemäfs) jede beliebige 
Zahl bedeuten kann, und womit man nur erfährt, dafs jener Grenz- 
werth irgend eine Zahl sein wird. Die Sache bedarf daher einer ge- 
naueren Untersuchung. 

Es sei zunächst d positiv und g eine ganze positive Zahl = n. 
Man kann in diesem Falle die Ungleichimgen 5) und 6) für a = 1 -|- d, 
b = 1 benutzen, nur mufs 

•i>^-(l-hd) d.h. d<i 
sein; darin liegt aber keine Beschränkung, weil d gegen die Null 
convergiren soll und daher gleich anfangs ~ genommen werden 



darf. Man bat jetzt bei Zusammenstellung der genannten Unglei- 
chungen 
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t 

7) ^ :>(! -j- d)" > 1 4- nä 
mithin durch Subtraction der Einheit und Division mit i 

1-nd^ d 

hieraus folgt, wenn i gegen die Null convergirt 

o. ' ,. (1 +Ä)" - 1 

8) Lim — j = n. 

o 

Es sei zweitens ein positiver Bruch ^ wobei p und g ganze 
positive Zahlen bedeuten. Da i als positiv vorausgesetzt wird, so 
beträgt der absolute Werth von 

p 1 ’ 

(1 4- d)« = V'(i 4-d/ 
mehr als die Einheit und man kann folglich 

p 

(1 4“ ' 

setzen; die Gröfse t kennt man nicht genauer, doch weifs man von 
i^, dafs sie positiv ist und dafs sie gleichzeitig mit 5 gegen die Null 

p 

convergiren mufs , weil l« = i ist Aus der vorigen Gleichung er- 
hält man 

(1 -j- d)P = (1 t)* , . 

ferner durch beiderseitige Subtraction der Einheit und durch Division 

Ü_+ — 1 = 1 
(1 + *)» — 1 

Zufolge dieser Gleichimgen ist nun 

L 

( I 4- dH — t _l _ I (1 4- d)»* — 1 



oder auch 



(1 4- d)?— 1 



d d ■ (1 -|- «j» — 1 

(1 4- d iP — 1 
d 

(1 4- o« — r 



Bei verschwindenden d nähert sich der Zähler des rechts stehenden 
Doppelbruches der Grenze p; da gleichzeitig t gegen die Null con- 
vergirt so hat der Nenner die Zahl g zur Grenze, mithin ist 

d q 
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Indem man dieses Resultat mit dem unter No. 8) erhaltenen ver- 
einigt, gelangt man zu dem Satze, dafs die Gleichung 



9 ) 



Um — 



< 1 + _ 1 
a ” 



für jedes positive und rationale l gilt. 

Da man sich irrationalen Zahlen durch rationale fottche (Deömal- 
brüche) beliebig weit nähern kann, so ist zu erwarten, dafs die For- 
mel 9) auch für irrationale t richtig bleiben wird. Diefs kann auch 
apagogisch bewiesen werden. Bezeichnet nämlich x eine irrationale 
positive Zahl, so würde, falls die Gleichung 

(I -f a/ — 1 



10 ) 



Lim 



nicht gelten sollte, rechter Hand entweder mehr oder weniger als 
X vorhanden sein müssen. Sei nun erstens 

Lim = K -J- « 

und o eine positive Gröfse , so läfst sich zwischen x und x -(- « im- 
mer eine rationale Zahl i einschalten, und dann ist x c 1 ferner 
(1 +d)‘ <(,1 -l-d)», 

(1 -f- d)» — 1 ^ ( t 4- d)» — 1 
d d 

mithin beim Übergänge zur Grenze 

(t +d)’* — 1 ^ , 

Lm ' — j — <; i; 

0 

diese Folgerung widerspricht aber der Annahme, dafs der fragliche 
Grenzwerth = x -j- a d. h. A sei. Wäre zweitens 
(I + dr- I 



Lim ■ 



= x-ß 



und ß positiv, so läfst sich zwischen x — ß und x wieder eine ratio- 
nale Zahl A einschalten, und es ist x :> A ferner 
(I -f d)* — I J (1 -I- d)i — i 
d ^ ‘ d 

und durch Übergang zur Grenze 

(I +d)’<- 1 
Lim — i — ^ A; 



diese Folgerung widerspricht aber der Annahme, dafs der fragliche 
Grenzwerth = x — d. h. c A sei. Demnach kann jener Grenz- 
werth weder mehr noch weniger als x betragen; die Gleichung 9) 
gilt also für jedes positive A. 
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Ist ferner der Exponent fi eine negative Zahl = — 1, so hat mah 

— 1 



1 



(I + d)-*— 1 (1+d)^ 

i ~ 8 



1 — (1 4- d )^ 
d(l+d)^ 



d. L 



(1 I 

■ 4 



(1 4- 3)1 _ I 1 



^ ■ (1 + 4)i’ 

wegen des an sich positiven l convergirt der erste Bruch rechter 
Hand gegen die Grenze I, der zweite gegen die Einheit, mithin wird 

O 

Indem man dieses Resultat mit dem unter No. 9) erhaltenen ver- 
einigt, gelangt man zu dem allgemeinen Satze, dafs die Formel 

11) Lim — = ft 

für jedes reelle ft gilt mit alleiniger Ausnahme des Falles x= o. 

Wir haben bisher 4 immer als positiv vorausgesetzt und wol- 
len nun noch untersuchen, wie sich die Sache bei negativen 4 ge- 
staltet Lassen wir zu diesem Zwecke — 4' an die Stelle von 4 tre- 
ten, so wird der fragliche Quotient 

(1 — 4')!“ — I _ 1 — (I — 4').“ 

— 8' ~~ 8' ’ 

wo 4' an sich positiv ist. Unter der gemachten Voraussetzung hat 
der Ausdruck 

i — iT 

die Null zur Grenze und man kann daher statt 4' die neue Gröfse 
9 einführen, indem man 



4' = 

1 -fo 



substituirt; diels giebt 



(1 -4‘r- 1 
— 4’ 



1 



-G-i-») 



4-^y _(< 4- < 

9 



\ 



(I -4 9r 



— 1 



9 

i 9 

Rechter Hand nähert sich der erste Bruch der Grenze u, der zweite 
der Grenze 1, mithin ist 



Lim 



. (t - 4')“ - I 

IM* ^ 



— 4' 



= 
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nad daraus geht hervor, dafs die Formel 10) auch fUr negative ö 
richtig bleibt 

Eine naheliegende einfache Anwendung dieses Satzes ist folgende. 
Wenn d einen sehr kleinen Bruch bezeichnet, so mufs wenigstens 
näherungsweis die Gleichung - . 

(1 .j- j)M - 1 _ 
d 

statt finden; daraus ergiebt sich 

(1 -f- d)^ = 1 -|- pd 

und hierin liegt ein Mittel, um aus Zahlen, welche wenig von der 
Einheit differiren, näherungsweis Wurzeln beliebiger Grade zu zie- 
hen. So ist nach dieser Formel , 

^ 1,0008 = 1,0004, 
was mit dem genaueren Werthe 

V^1,000'b = 1,00039992 

sehr gut übereinstimmt; bei kleineren d wird selbstverständlich die 
Genauigkeit gröfser, z. B. 

3 

V' 1,00009 = 1,00003 

statt 

!■ 

V' 1,00009 = 1,0000299991. 

Mit einer Modification kann dieses Verfahren auch bei Wurzeln 
aus grofsen Zahlen angewendet werden, sobald der Radicand nahe an 
einer Zahl liegt, deren Wurzel schon bekannt ist. So differirt z. B. 
7564 nur um 3 von der nächsten Quadrätzahl 7569 = 87*, daher 

v^7564 = V = 

= 87 (^1 — i = 86,97126437, 

was dem genaueren Werthe 

»^7564 = 86,97125962 

sehr nahe kommt. 

§. 8 . 

Die Exponeiitialgröfseu und Logarithmen als Greoswertbe von Potensen. 

I. Benutzt man die im vorigen Paragraphen abgeleitete Unglei- 
chung 



/"»"('-tSs) 
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für den Fall 






welcher der angegebenen Bedingung genügt, so erhalt man 



2 ) 



o+o"-o+4-Tr' 



Für « = 1, 2, 3, 4 etc. giebt diese Ungleichung 

0 +f)'<(.+9’<(' +!)■<(• +0’<- 

d. h. mit anderen Worten, die Potenz wächst fortwährend, 

wenn u das Gebiet der natürlichen Zahlen durchläuft. 

Die Ungleichung' 1) liefert weiter für a = i 6 = l, n—p 

0+i)' 

und durch Erhebung aufs Quadrat 

+-V'’ 



<2 



(- 



<4; 



Um so mehr ist nun nach Nr. 2) 

(.+5r~-ir-o+ir 

es mag also m eine gerade oder eine ungerade Zahl sein , jeden- 
falls beträgt weniger als 4. Demnach wird der Ausdruck 

trotz seines fortwährenden Wachsthums, nicht unend- 
lich grofs, und mufs sich folglich einer bestimmten Grenze nähern, 
die > 2 und zugleich ^ 4 ist Man bezeichnet diese Zahl mit c, 
wobei es vorläufig nicht auf ihren genauen Werth, sondern nur 
darauf ankommt, dafs die genannte Zahl eüstirt; es ist mithin für 
ganze positive unendlich werdende e> 

3) Lim [(i + lYj = c. 

Wenn <a keine ganze, aber wenigstens eine positive Zahl ist, so 
kann man immer zwei auf einander folgende ganze positive Zahlen 
0 und T = 0 1 angeben, zwischen denen co liegt; man hat dann 






mithin auch 
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(’ ‘•'9 ^ 0 

Ferner läfst sich a> unter der doppelten Form u = a -f- “ und “ = 
T — ß darstellen, wo o und ß positive echte Brüche sind, die sich 
zur Einheit ergänzen und auf deren Werthe es nicht weiter ankommt ; 
die vorige Ungleichung wird nun zur folgenden 



('+r"- 


0+9“-' 


0+9'“' 


i + - 






[('+;)] >1 


0+9 -[ 


.0+9] 



Zugleich mit a wachsen auch die chischlicfsendcn ganzen Zahlen o 



und T in’s Unendliche; die Ausdrücke 



(i+iyund(t+iy 



con- 



vergiren nach No. 3) gegen die genieinschaftliclic Grenze e, und - 

ß 

o 

sowie ^ haben die Null zur gemeinschaftlichen Grenze. Nach 'allen 

diesen Bemerkungen folgt, dafs die Gleichung 

4) Li. [(l + i)“] = 0 

auch fUi' nicht ganze positive unendlich werdende a gilt 

Ist u eine negative Zahl , so kann man w = — (p -f- 1) setzen, 
wo p eine positive unendlich wachsende (ganze oder nicht ganze) 
Zahl bedeutet; man hät dann 

Der erste Factor recliter Haud nähert sich der Grenze e, der zweite 
der Grenze 1, mithin 'folgt wieder 

Die bisherigen Resultate zusammengenommen führen zu dem all- 
gemeinen Satze, dafs die vorstehende (jrleichuiig für jedes irgendwie 
unendlich werdende reelle o> gültig bleibt Nicht selten stellt map 
die Formel 5) in einer anderen Gestalt dar, welche durch die Sub- 
stitution - = ä entsteht; man erhält nämlich 




und hierin bedeutet 6 eine irgendwie gegen die Null convergirende 
Zahl. 
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Behufs der numerischen Berechnung von e ist es gut, immer je 
zwei Zahlen angeben zu können, zwischen denen e enthalten sein 
mufs. Aus der im vorigen Paragraphen bewiesenen Ungleichung 
_ 1 
1 — aö 
1 



X« + äl" > « + »S 

— uO 

folgt nun, wenn ^ ^ gesetzt und Alles auf die !•" Potenz erhoben 



wird. 



und bei unendlich wachsenden » 

Dabei ist i- eine willkührliche positive Zahl, die freilich sehr grofs 
genommen werden mufs, wenn man einige Genauigkeit verlangt. So 
ergiebt sich z. B. für 1= looo mittelst der logarithmischen Tafeln, 
dafs c zwischen 

/'lOOO'v'*“ . „ , 

(999) = ‘“MtöööJ 

liegt, mithin ungefähr = 2,718 ist. Ein viel bequemeres Mittel um 
e mit grofser Genauigkeit zu berechnen, werden wir später zeigen. 

Es läfst sich nun auch der Grenzwerth des allgemeineren Aus- 
druckes 



0+9“= ('+!)• 



auffinden, worin z eine beliebige reelle Zahl von endlicher Gröfse be- 
(0 

zeichnet. Der Bruch — wächst nämlich gleichzeitig mit u in’s Un- 
endliche, und daher ist, wenn “ = ca' gesetzt wird, 

(-+a“=(-+r=[(-+jn^ 

hieraus folgt durch Übergang zur Grenze für unendlich werdende ca 
und ca' 



8 )*) 






*) Es lILTst sich dieser Formel eine sehr anschealicbe Seite abgemnnen, wenn m&a 
die I«ehre voa den snSAmmeagesetzten Interessen dsmil verknüpft. Beseichnet nkmlioh 
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Beachtet man, daXs linker Hand eine Potenz, rechter Hand eine Ex- 
ponentialgröfse vorkonunt, so liegt hierin ein bemerkenswerther Satz, 
dessen wörtliche Fassung keine Schwierigkeit bietet. 

Um dieses Resultat zu verallgemeinern, denken wir uns die Zahl 
c als Basis eines logaritliuiischcn Systemes ; diese Logarithmen heifsen 
natürliche und. werden entweder durch 'log, oder hg iint oder am 
kürzesten durch ein blofses / bezeichne^ wonach immer e‘* = Z ist 
Demgemäfs hat man 

tt<‘=za, e*‘* = a*! 

setzt man daher in Formel 8) z = xla, so ergiebt sich 
9 ) = 

In Worten heilst diefs: jede Exponentialgröfse kann als 
Grenzwerth einer gewissen Potenz angesehen werden. 

II. Bezeichnet & irgend eine gegen die Null convergirende Zahl, 
so hat die Einheit, «* — i die Null zur Grenze und man kann 
daher 

— I = ä 

setzen, wo 4 gleichzeitig mit ^ verschwindet Aus der vorstehenden 
Gleichung folgt 



t die Zinsen von einem Thaler auf ein Jahr , so ist bei einfachen Interessen das Capi* 
tal X in einem Jahre auf K (1 •{- 1 ) anf^ewachsen. Werden daKegea die Interessen in 



Terminen von — Jahr zum Capital geschlagen und mitverzinst. so ist der Werth des Ca* 

t7l 

pitals K am Ende des ersten mtel Jahres ks K ( 1 *<|> —), am Ende des zweiten mtels 

\ tn’ 

X » am Ende des dritten mtels = X u. s. f., am Ende des gan- 



zen aus m gleichen Theilen bestehenden Jahres also 




Lüfst man nun m beständig wachsen , so werden der einzelnen Termine immer mehr 
und die Zeiten swiseben ihnen immer kleiner , und geht man sor Grenze für unendlich 
wachsende m über , so glebt jetzt 

deigenigen Werth des Capitales an, welcher entsteht, wenn stetig nacheinander die in 
jedem Augenblicke gewonnenen Interca.«en sogleich zum Capitale geschlagen und mit ver- 
zinst werden. Man kann daher sagen : eine Gröfse , welche in einer gewissen Zeit bei 



einfachem Wachstbnm von X bisX(i -|-z) innimmt, wächst in derselben Zeit auf Xe* an, 
wenn das Wachsthum so geschieht, dafs in stetiger Folge jeder bereits erzeugte Theil 
gleichmärsig wieder neue Theile erzeugen hilft Das Erste entspräche ungefähr einer un- 
organischen Anhäufung, das Zweite einem organischen Processe. 
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mithin ist 

~9 



a»-i 



i 



1 



**% ( 1 4~ ^ I I 
ö “log Le + 

Durch Uebergang zur Grenze für gleichzeitig gegen die Null con- 
vergireude 9 und ä gelangt man zu der Formel 

10) . . - . I 



/ • ~ ^ _ 

"" 9 ~ ''log e ' 



Eine bessere Gestalt erhält dieselbe durch folgende Bemerkung. 
Aus der Gleichung 

<■'" = a 

ergiebt sich, wenn beiderseits die Logarithmen des Systenies mit 
der Basis ti geuonuuen werden, 

ln . ‘log e =r *log a = \ 

mithin 



«log oder — 

la «log e 

mithin ist durch Substitution in No. 10) 

..9 



= la. 



n) 



Lim ■ 



1 



= la. 



Auch dieses Resultat läfst sich verallgemeinern. Man hat näm- 
lich die identische Gleichung 

I 

,9 



t 



9 



n» 



1 



a'' — 1 



9 



in dem Doppelbrüche rechter Hand nähert sich der Nenner der 
Grenze ln, die Zähler der Grenze Iz, folglich wird 

z* — 1 Iz 



12) 



Lim 



,9 



1 



la 



Nimmt man ferner von beiden Seiten der identischen Gleichung 

e'* = a’^9 » 

die natürlichen Logarithmen, so erhält man 



13) 



Is 

Iz =. «log z . la oder -j- = «log z, 



und durch Substitution hiervon in No. 12) 

- 1 



14) Lim 

Schl6nülch AJfebr. dritte Aull 



-1 



«log z. 
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d. h. Jeder Logarithmus läfst sich durch einen gewissen 
Grenzenübergang aus der Potenz herleiten. 

In den gegebenen Formeln liegen die Mittel zur Berechnung der 
Logarithmen beliebiger Systeme. Statt di'r Gleichung 



Lim — V- — =/v, 

o 



l 



kann man nämlich auch die folgende benutzen, worin ^ " gesetzt 

worden ist 

Lim (r " — t = h, 

und wenn man hier für m eine möglichst grofse ganze Zahl « nimmt, 

so rauTs näherungsweis 

IG) /r=«(V^-l) 

sein. Um die verlangte Wurzelziehung direct ausführen zu können, 
wählt man für n eine Potenz der 2 etwa « = if ; man erhält dtum 

fl 

indem man y; - mal inicheinander die «Quadratwurzel auszieht. 
So findet sich z. 1>. für : = 7, /< = ii, « = 20 'i«, also durch II ma- 
lige Quadratwurzelziehung, dafs die 201K“*' Wurzel aus "gleich 1.00096 
ist; vermindert man diese Zahl um i und multiplicirt den Rest mit 
20-i8, SO erhält man näherungsweis /; = i,9i.6ö, während der ge- 
nauere Werth von /" = I,9'ij9i ist. Xacbdem man iiuf diese Weise 
eine Tafel der natürlichen Logarithmen berechnet hat , benutzt man 
die Gleichung 13), um hieraus die Logarithmen jedes anderen Syste- 
mes herzuleiten; es ist nämlich 



17) 

Der constante Factor 






/s. 



— , womit die natürlichen Logarithmen multi- 
plicirt werden müssen, um sie in künstliche zu verwandeln, heifst der 
Modulus für die Basis a und wird nicht selten durch M„ bezeich- 
net Für das gewöhnliche Logarithniensystem ist «= 10 ; nach For- 
mel 16) findet man /lo = 2,3026, mithin ist der reciproke Werth 
hiervon Mn = 0,63429. Multiplicirt man damit den vorhin gefun- 
denen Werth von /7, so erhält man log 7 =0,84509 übereinstim- 
mend mit den Tafeln*). 

*) Das obigo Verfahren ist trotz seiner Müliseligkeit von den Erfinderu der Logarith- 
Dien praktisch angevreiidct wurden. S. Neper (Lord John Napier), Miridci logarithmorum 
eaoonis descripUu« Ediuburg 1614 ; Briggs. AritbuieticH logarithiuica , 1624 . Vergt. 
K 1 Q g e I ' s Mathcm. Wörterb. Dd. IO, S. 548 — 560. 
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, III. Der vorige Gedankengang läfst sich auch umkeliren d. h. 
man kann die Gleichung 11) direct beweisen und daraus die Formel 
5) hcrleiteii. Hei der Wichtigkeit, welche die erhaltenen Resultate 
für die algebraische Analysis besitzen, ist es «eileicht nicht über- 
flüssig, dieses Verfahreii näher zu enirteni. 

Aus der bekannten, für u p» h geltenden Ungleichung 

A+i 

(« + *) «" > - ,r_rr >(« + *)*“ 

erhält man mittelst der Substitutionen 






A= 1, 



wobei die Bedingung n y> l> durch : ^ t ersetzt wird, 

/// - 1 - 3 \"+' 

( 4 -;) 

oder nach Weglassung der Einheiten und Ausziehung der (n -|- !)•" 
Wurzel 

» + z 



18) 



n -f- 1 

Nimmt man zweitens 



> 



fl = t, 



h = 



z > 1. 



« -j- 3 



« -j- l’ 

indem man : i voraussetzt, um b zu erhalten, so findet man 

'-(^r ■ , 

oder 

n + I 

Die Ungleichungen 18) und 19) zusammen beweisen, dafs die 
Relation 

" + ® 



19) 



> * 



J C t. 



20 ) 



»+ 1 



füs jedes positive, von der Einheit verschiedene : besteht. Mittelst 
der Substitution 



folgt daraus die neue Gleichung 

i 

21) /jx" y > (» -\- i){xy) *+ ' 

welche für alle positiven .r und y gilt, und nui- in dem Falle 

zu einer Gleichung wird. 

3* 
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Fül’ .r = «:>() und tj = t ergiebt sich aus No. 21) , voraus- 
gesetzt, dafs it nicht = i ist, 

II (o" — l) > (« -j- 1 ) (o'^l — l) 

mithin, wenn der Reihe nadi ?t = 1 , 2, 3 . . . gesetzt wii'd, 

a — 1 > 2 (v'J — l) > 3 (> ä - l) :> 4 (yä — i) ; 

der Ausdruck ii («" — 1 ) lüinmt also bei unendlich wachsenden « 
fortwährend ab. Aus Nr. 21) folgt weiter für x = a, y = ^ 

II (o“ - i) > 1 —1; 



jene Abnahme geht also nur bis zu einer, die Zahl l — - überstei- 
genden Grenze, die wir mit ./ bezeichnen wollen: 

22) Lim [« (a" — l)] = 

Nehmen wir « ;> l, so beträgt ./ weniger als n — 1 und mehr als 

1 — ist also jedenfalls positiv; im Falle a I setzen wir “ — p 

wo 6^1, und haben 



Lim [« (a" — i)J =r Lim 



II (i" — l) 






und zwar liegt B zwischen i — t = - — i und i — ^ = i — o. Wir 

ui 



haben daher zusammen 

1 — 1, füra>l, 

a 

i — <./< — (I — a), füra<1, 

und es ist folglich .4 eine bestimmte, von Null differirende Zahl, wo- 
fern nicht « = ) ist. 

Bezeichnet ferner t eine nicht ganze positive Zahl, so giebt es 
immer zwei benachbarte ganze positive Zahlen m und » = m -f- 1 , 
zwischen denen r enthalten ist, und es darf ebensowohl t = m n 
als X = n — V gesetzt werden , wo n und v positive echte Brüche 

sind, die sich zur Einheit ergänzen. Der Ausdruck r (ar — i) Regt 
nun zwischen 
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r C" — l) = ^1 . »(fl" _ l) 

, und 

T (n" — l) = — I ); 

die rechter Hand stehenden Gröfscn niihern sich bei unendlich wach- 
senden /«, T und « der genieinschaftlichen Grenze daher gilt die 
Gleichung 

Um I^T (ar _ i)J = ^ 

allgemein für jedes irgendwie in’s Unendliche wachsende positive t. 
Für I = ^ wird 






25) Lim ^ = ,/. 

9 

und hier bedeutet 9 eine gegen die Xull convergirende Gröfse. 
Um A näher zu bestimmen, betrachten wir den Ausdruck 

worin o> eine unendlich wachsende Zahl sein möge. Da ^ 

die Null zur Grenze hat, so setzen wir 

“% ( ' + - I = ^. mithin m = 

V M/ a^ — 1 

und erhalten 



Lim +y“]| =Lim^l~- 




und durch Rückgang zu den Zahlen 

26) +1]"] =a^. 



Diese Gleichung beweist, dafs sich die Potenz 




einer be- 



stimmten endlichen Grenze nähert; letztere kann aber nur eine ab- ' 
solute Zahl sein, weil linker Hand aufser m keine andere Gröfse vor- 
kommt Nennen wir e die erwähnte Zahl, setzen also 



27) 



Lim 




= e. 



SO erhalten wir durch Vergleichung der rechten Seiten von No. 26) 
und 27) 



Digitized by Google 




Cap. n. Die (Jrenz-werthc der Functionen. 



38 

28 ) " 

Hiervon läfst sich ein doppelter Gebrauch machen. Einerseits 
ist nach No. 23), wenn a l genommen wird 

1:^ _L_ 

a — I ^ fl — 1 

mithin 



„a- 1 



> e>fl 



0 — 1 



oder für rt = t — 



('+r 



wonach c mit beliebiger Genauigkeit berechnet werden könnte. An- 
dererseits dient die Gleicliung 28) zur Bestimmung von yJ; es ist 
nämlich 

i = "/og e folglich .4 = = •■log fl, 

und damit kommt man auf die früheren Resultate zurück. 

Noch verdient bemerkt zu werden, dafs man aus den Formeln 
11) und 0) auch die im vorigen Paragraphen bewiesene Gleichung 
10) herleiten kann. Schreibt man nämlich zur Abkürzung log statt 
•‘log, so ist identisch 

(I -f d)fl — 1 _ J hg (I -f d) 

d ~ ^ (i Zog- (1 -f- d) ■ d 

oder, wenn g hg {\ d) = d gesetzt wird, 

(1 + d)“ — 1 «^ — 1 , f/. 1 1 

durch Übergang zur Grenze für gleichzeitig gegen die Null conver- 
gireude d und 9 folgt hieraus 

(i-}-d)“-i_ , I 



Lim ■ 



la 



6 — r- ■ - ■ — r, 

was mit dem früher auf anderem Wege gefundenen Resultate über- 
einstimmt 



§. 9. 

Folgerungen aus dem Vorigen. 

Die in den §§. 7 und 8 entwickelten Formeln bilden nicht nur 
die Basis fJr alle späteren Untersuchungen über Potenzen, Expo- 
nentialgröfsen und Logarithmen, sondern werden auch bei \ielen an- 
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deren Gelegenheiten wieder gebraucht. Aus diesem Grunde verfol- 
gen wir die Sache etwas weiter und entwickeln noch einige Grenz- 
werthe, welche mit den vorigen in nalieni Zusammenhänge stehen. 
Die erste derartige Betrachtung betrifft die Function 



1) 






worin, wie gewöhnlich, <u eine unendlich wachsende Zahl bezeichnen 



möge. Setzt man - = ä, so wird 



.A“) 



[' (I (t H)" 



0 -f - t 



lind hieraus folgt durch Übergang zur Grenze für unendlich abneh- 
mende d 

2 ) Limf(u)=z{t. 

Wir untersuchen zweitens den Ausdruck 

3) /,(») = [l - e, % ». 

Hier ist identisch 

hg (a> -f I) _ I , ^ 

hg (o ' hg (I) ’ 

und da der Quotient rechter Hand gegen v die Null convergirt, so 
setzen wir 



+ y _ 



hg m 

und erhalten zunächst 



, Zog- (ci) 4- I) , 

= f also = 1 4 «, 

(Off (O 



/i(“) = 1 1 r — 



(1 I- *)“ 



( 1 -f 0" - « 



.mihgm. 



Zufolge des Werthes von t ist e hg <o = Zog daher 

, . I (• f- fl" — ' , i/' 1 

"»|('+i)r 

und hieraus ergiebt sich, wenn o> in’s Unendliche wächst, mithin e 
gegen die Null convergirt, 

4) Um r^{a>) = g hg r. 

Zur .\bkürzung bezeichnen wir Zog (Zog m) mit Zog,i» und setzen 

5) .Ata,) = [( _ «, Zog 0 , Zog,». 

Unter Beibehaltung der vorigen Zeichen haben wir 
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-f- 1) = % [hg (oj + 1)] = log [(1 -ft) log b] 
= logget -f- log (1 -|- t) 

mithin 

+ 0 _ ^ I feff (1 + 0 . 
log^to ' log^io ’ 

der Bruch rccliter Hand convergirt gegen die Null, daher sei 
+ also ; 

, %a<» 

wir erhalten dann 

fAtai) =11 r I “ “ /“/ta“ 

L (l+W 

Zufolge des Werthes von 9 ist weiter 

9 log^ca = log (1 -|- t) = t log f(l 4- t)fl 

mithin 



/a(<») = 



(1 4- »)■“ — I 
9 



.0» t%0>% T(1 4- t)^], 

(1 4- ö)'* ^ 

oder endlich, weil e Zog- m = /og- 4- war, 

/,(B)= . ^-+ . log 4-'^“! log[(i 4- .4 

Bei unendlich wachsenden a convergiren 9 und t gegen die Null, 
daher wird 

6) Lim f^{e>) = g {log e)* . 

Eine ganz ähnliche Behandlung gestattet die Function 

7) /a(“) = ~ 

worin log^to zur Abkürzung für log [log {log oo)] geschrieben ist Man 
hat zunächst 

%s(.“ + ') = % [/og-j(eo 4- 1)] = [(1 4- 9) log^a] 

= %s“ + % (1 4- 9), 



%a (“+ t) _ , 1 % (1 4- = 1 f 

%s“ %s“ ’ 



wobei 



%0 + 9) _ . 

%3“ 



gesetzt wurde; hiernach ist 
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/.!") = [ 
1 



(‘ + 



-1 



(u log CO log^ca tog^co 



(1 4- SK — 1 

_ — — — - . !--- . 0) logeo log^co . f log^co 

(• T" f)’ “ 

Zufolge des Werthes von f kann ilog.^ca durch % (l + ersetzt 
werden und man erhält 



/3(“) = 



1 



(I -f- f)" - ‘ 



B) log CO 



. (t log^co log 1^(1 + , 



(1 + f)" f 

worin sich das Product co %,cb . 9 log^co ganz wie früher unige- 
stalten läfst; das Endresultat lautet 



8) Z,iot/ 3((») = ft (% e)ä. V 

Den Fortgang dieser Schlufsweisen Übersicht man leicht Setzt 
man überhaupt für ein ganzes positives p 

9) MCO) = [l - j „ ,og^^ . . . /og^^, 

so gelangt man zu der allgemeinen Formel 

10) Um /p(co) = ft {log e)P. 

Ara einfachsten wird dieselbe bei natürlichen Logarithmen, weil dann 
log e = \ ist. 



§. 10. 

ßrenzwerthe bpi Koniometrischen und cyclometrischfn Functionen. 



I. Der Sinus eines im ersten Quadranten liegenden Bogens 9' 
ist kleiner als der Bogen, letzterer wieder kleiner als die Tangente, 
daher 



sia 9 9 tan 9 

und umgekehrt 

1 t cos 9 

sin 9^ 9 ^ sin 9‘ ' 

Multiplicirt man durchgängig mit sin 9, so folgt 

i\ . ^ sin 9 ^ 

1) 1 > — ^ > cos 9, 

und hiervon läfst sich Gebraucli machen, um den Grenzwerth des 



Verhältnisses -“ für den Fall zu bestimmen, dafs » gegen die Null 
convergirt. Man erhält, weil cos 9 die Einheit zur Grenze hat. 



2 ) 



Lim 



sin 9 
9 



1. 
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Dieses Resultat läfst sich noch verallgemeinern. Es ist näm- 
lich identisch 

sin K 0 

und wenn hier » gegen die Null convergirt, während a constant bleibt, 
so hat gleichfalls die Null zur Grenze und kann daher mit be- 
zeichnet werden. Unter Anwendung der Formel 2) ergiebt sich nun 



xiH a 9 



3) 



, . sin a9 
Lim — - — = a. 



oder wenn der reciproke Werth von & mit «a bezeichnet wird, 

4 ) Lim ^(0 sin — ^ = a, 

wobei ® in’s Unendliche wächst 

Mit Hülfe der bekannten Formel i — cos « = 2 sin^^u über- 
zeugt man sich leicht von der Richtigkeit folgender Gleichung 
I - 

daraus folgt unter Anwendung der Formel 3) für «= iß 



■ cos ß9 f sin 

— -i ^ 



, . 1 — cos d» 

L,„ — 



5) 

oder auch 

6) • Lim J ~ 

Mau hat ferner die identische Gleichung 



tan a& 



sin oP 1 
9 cosa9' 



bei Anwendung der Formel 3) giebt dieselbe 

tan a9 



7) 

oder 

8 ) 



Lim 



» 



Lim ^cij tan — ^ = u. 



Als Beispiel für die Bestimmung eines zusammengesetztei-en 
Grenzwerthes betrachten wir noch den Ausdnick 

('"■=)" 

Dieser läfst sich zunächst auf folgende Form bringen 

f ' - y’": 

hier ist - eine gegen die Null eonvergirende Zahl, ihr recipro- 

Cd 
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ker Werth wächst daher in’s Unendliche und mag mit r bezeichnet 
werden, so dafs der vorige Ausdruck übergeht in 

d. i., vermöge des Werthes von t, 

J . a\ . n 

^ 4 OJ 1I7J — »I« — 

Bei gleichzeitig unendlich wachsenden i und u wird 

Lim J = e~ Lim sin — ^ = er, 

Lun sin — = 0, 

(0 

der gesuchte Grenzwerth ist also 

9) Lim [(r„. ^y“] = 1. 

Will man sich auf ganze positive m = m beschränken, so kann 
man diesen Satz auch folgendennafsen herleiten. Es ist zunächst 



1 ^ ros 



rl -V'- (•"" G)'’ 



mithin 









Rechter Hand läfst sich die in §. 7 unter Xo. 3) bewiesene Un- 
gleichung 

A” ^ (a — m {a — A)j o"— ' , (A «) 

anwenden, indem man 

*=i/7ib;=>5 

f t /n* 

setzt; man erhält dann 



/„,« _ „* 



fl = 1 



I > ^eoj >!_(«— y/a» — ß») 



oder besser 



1 > 






> 1 - 



y/a* — «* 



und daraus folgt augenblicklich 

10) Lim J = I, fai = oc) 

Nach demselben Verfahren, mittelst dessen die Formel 9) ent- 
wickelt wurde, ergiebt sich auch bei derselben' Bezeicljnung 
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mithin (lurcli Übergang zur Grenze 

11) /,»« = r- i"’. 

II. Setzt man sin9 = d, so folgt umgekehrt, weil 9 ein im 
ersten Quadranten liegender Bogen war, 9 = an sin ä mithin 
iircsiH S 9 t 

S sin 9 sin 9 ’ 

~9^ 

die Gröfsc 9 und i convergiren gleichzeitig gegen die Null und da- 
her ist 

. . arcsin d 

12) Lim — = 1. 

0 

In ähnlicher Weise folgt aus der Gleichung tan 9 z=6 umge- 
kehrt 9 = arctfiH 5 und 

/ 

arctan S 9 1 

i tan 9 tan 9 ’ 



beim Übergange zur Grenze für gleichzeitig gegen die Null conver- 

girende 9 und d ergiebt sich 

, . arctan d 

13) , Um = 1. 

Als Beispiel für einen zusammengesetzten Fall diene die Be- 
stimmung des Grenzwerthes, welchem sich der Ausdruck 

arccos ( l — t) 

bei unendlich abnehmenden i nähert. Benutzt man zuerst die Formel 



/ so erhält man 



arccos z = arcsin y 1 — z*, 
arccos (I — tl arcsin \'2e — f* 

^ “ yr 



, arcsin 1 2t — f* 



— arcsin d 



_ / — — UIVStH U 



. V2f — £* 0 

wobei y2e — t* = d gesetzt worden ist. Die Gröfsen i und d con- 
vergiren gleichzeitig gegen die Null und daher ist 

14) 

V* 

Zu dem nämliphen Resultate gelangt man durch Einführung von go- 
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niometrischen Functionen; inan würde nämlich urcros (i — c) =9 
mithin i — t = cf« t = l — vos 9=2 sin^ \9 substituiren und 
dabei zu beachten haben, dafs t und »gleichzeitig gegen die Null 
convergireu. 



C a p i t e 1 in. 

Die Continuitiit und Discontinuität der Functionen. 

§. 11 . 

uud Kcnnzeichoii der Diseoutinuität einer Function. 

Die unabhängige Variabele einer Function wird zufolge des in 
§. 1 Gesagten immer als stetig veränderliche Zahl angesehen, bei 
welcher der Übergang von einem individuellen Werthe zum anderen 
nur vermittelst Durchganges durch alle möglichen Zwischenstufen 
erfolgen kann, oder deren individuellen Werthe eine ununterbrochene 
Reihe bilden. Dem entsprechend wird man eine, mit x durch die 
Gleichung y = /'(j ) verbundene abhängige Variabele y nur dann als 
continuirliche Zahl betrachten dürfen, wenn der Uebergang von einem 
individuellen Werthe des y zum anderen ohne Unterbrechung 
erfolgt. Um diefs völlig klar zu machen, nehmen wir die Sache von 
der geometrischen Seite und denken uns y = f{x) als Gleichung einer 
auf rechtwinklige Coordinaten bezogenen ebenen Gurve; sollte letz- 
tere aus mehreren Zweigen bestehen, so untersuchen wir jeden der- 
selben einzeln. 

ln der Fig. mögen OA = a und OB 
= b':> a zwei beliebige Abscissen sein, 
denen die Ordinaten AC = j\a) und 
BD = j\b) entsprechen ; hinsichtlich des 
Curvenstückes CD sind dann zwei Fälle 
möglich : Die Cuiwe verläuft entweder in 
einem ununterbrochenen Zuge ,von C 
nach D, oder sie erleidet auf dieser Strecke Unterbrechungen. Im 
ersten Falle nennen wir f(x) continuirlich von x = a bis x = b, 
im zweiten Falle discontinuirlich. 

Den erwähnen Unterbrechungen können verschiedene Ursachen 
zu Grunde liegen. So ist es erstens möglich, dafs zwar f(a) und 
f\b) reell sind, dafs aber f(x) für gewisse, zwischen a und b lie- 
gende Werthe von .r imaginär wird. Die Gleichung z. B. 



Fig. 3. 
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liefert reelle 1/ solange x i 1 bleibt, für 1 < .1 < .> wird ij imaginär, 
für X i. 3 dagegen entstehen wieder reelle 1 / ; nimmt man also n < t 
und h > . 3 , so sind zwar die anfänglichen und die letzten Ordinaten 
reell, dazwischen aber liegen imaginäre Ordinaten, und die Cur%'e 
geht demnach nicht in einem ununterbrochenen Zuge von x = a bis 
.r = h. Dasselbe gilt von Curven mit isolirten Funkten wie z. B. 



1/ = ix 

diese Curve ist gleichfalls imaginär für 1 v. .r < ,3 und hat nur in 
der Mitte dieses 'Inten’alles einen reellen Punkt, mit den Coordinaten 
X = 2 und 1/ = 0. 

Aber selbst in dem Falle, wo f(/r) reell bleibt von x — a bis 
X = h, kann eine Unterbrechung der Contimiität verkommen, sobald 
nämlich an einer Stelle OM ~ t die Ordinate sprungweis von einem 
Werthe . 1 //-* zu einem anderen M(f übergeht (s. Fig.)*). Zu jener 
* Abscisse gehören hier plötzlich zwei ver- 

schiedene Ordinaten, während aufserdem 
jeder Abscisse nur eine Ordinate entspricht; 
mit der ersten tirdinate MP schliefst sich 
die Reihe der bisherigen Ordinaten; die 
zweite Ordinate MQ bildet den Anfang 
5 — V einer neuen Reihe von Ordinaten. Be- 

7 

achtet man, dafs jedes x, welches weniger 
als ä beträgt, durch | — i, und jedes .r > ? durch S -f- i ausgedrückt 
werden kann, wobei selbstveretändlich ä und * positive Gröfsen bedeu- 
ten, so ist jede frühere Ordinate mit / (| — t), jede spätere mit / (| 6 ) 

zu bezeichnen und consequentermafsen ist dann .VP = /'(| — 0), 
MQ 0). Bei einer continuirlichen Function sind beide Or- 

dinaten gleich, tritt aber an der Stelle s eine Unterbrechung der 
Continuität ein, so differiren jene Ordinaten um irgend eine angeb- 
bare Gröfse. Indem wir nun den h'all, wo / (.1) zwischen x = o und 
x = itheilweis imaginär wird, ausschliessen, haben wir folgenden 
Satz : 



y« 



*) Vielleicht ist eiu ans dem Leben gegriflfenes Beispiel nicht überflUssig. Denkt 
man sich die Zeit als Absci.sse und den jedesmaligen Casseubestaud einer Person aU 
Ordinate »ufgetragen. so entsteht eine continuirlieh steigend« Curve , wenn jenes Indivi- 
duum wjlhmid der durch AB dargestellteu Zeit unausgesetzt für Loh« arbeitet. Dage- 
eou urird die Cur\ o discoiitinuirlich . wenn der Arbeiter wlihreiid derselben Zeit das 
Glück hat. in der Lotterie zu gewinnen, oder wenn ihm das Unglück widerfllhrt, einen 
pecuuiäreu ^\•rlu^t zu erleiden. 
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Die reelle Function /(.i) bleibt innerhalb eines ge- 
gebenen Intervalles continuirlich, wenn für alle 
zvischenliegenden x 

Lim (/(x -}~ A| — /(.r — t)] = 0 
ist; giebt es dagegen innerhalb jenes Intervalles 
einen oder mehrere Werthe von .r, für welche 
Um [/(.r f d) — /(.»■ — £)]' 0 
ist, so erleidet /'(.i) für jeden^derartigen Werth von 
.r eine Unterbrezihung der Continuität. 

Den Gebrauch ilieses Satzes werden die folgenden Beispiele zeigen. 

1. Es sei 

die in Betrachtung zu ziehende Differenz ist im vorliegenden Falle 

• i.2 X-2 

/(X + S) -fix _ G = . 

X — A-j-d X — A — £ 

So lange .» von h verschieden ist, convergirt dieselbe gleichzeitig 
mit ä und £ gegen die Null ; für .r = A dagegen wird jene Differenz 
zu einer Summe nämlich 

— 

£ 

— A 






£) = T- -f- ■ 



/(A -f- i) 

und wächst in's Unendliche. Die Function 



erleidet demnach 



eine einzige Unterbrechung der Continuität und zwar an der Stelle 
X = A, wo sie von /'(A — o) = — cx3 nach /'(A -f 0) = cx5 über- 
springt. Dieses Resultat bestätigt sich geometrisch; die Gleichung 



y = 



A* 



charakterisirt nämlich eine Hyperbel, wovon die eine Asymptote zur 
X-Achse genommen , ist, während die y - Achse parallel zur an- 
deren Asymptote in der Entfernung A liegt In der That besteht 
die Curve aus zwei völlig getrennten Zweigen und der Abscisse 
X = A entsprechen die beiden Ordinaten y = — oo und y = -|- c». 
2. Als zweites Beispiel diene die Function 

= , • 
Auch hier verschwindet gleichzeitig mit S und c die Differenz 

/(X Ä)— /(x — £) = _|^ jjy — (j. _ X — £)■> 

wofern x % h ist Für x ^ A dagegen stellt sich der Grenzwerth von 
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f(l> + Ä) -/(Ä - t) = ^ 

unter die Form do •— oc, die alles Mögliche bedeuten kann, weil 
Ä und I auf beliebige Weise gegen die Kuli convergiren dürfen. 
Nimmt man z. R £ = 2d, so wird 

\f{i> + — .A* — ^ 

setzt man dagegen 




so ergiebt sich 

Lim Ifih + 3 ) — f(h — £)] = Lim [*»(2 + £*)] = 2 *», 
mithin erleidet die genannte Function eine t'nterbrechung der Con- 
tinuit&t an der Stelle x = h. Zu demselben Resultate führt die 
geometrische Darstellung der Function. Die Curve, deren Gleichung 

^ kl 

~(x — hy 

ist, besteht niimlich aus zwei congruenten, völlig gesonderten Zwei- 
gen, welche die in der Entfernung OW = h parallel zur Ordiuaten- 
achse liegende Gerade Hl zur gemeinschaftlichen As)Tnptote haben 
(s. Fig.). Während jeder Abscisse J A nur eine 
Ordinate entspricht, gehören zur Abscisse A zwei 
Ordinaten, beide von unendlicher Grofse; auch 
ist es nicht möglich, von irgend einem Punkte 
L’ des einen Zweiges nach einem Punkte f'des 
anderen Zweiges zu gelangen. 

3. Um auch ein Beispiel zu geben, beiwel- 

0 H X chein / (I — ü) und / (| 0) von endlicher 

Grofse sind, betrachten wir die Function 

' c-|-4,c — b a 

f(x) = — 1 arctan . 

Da der Quotient — - — an der Stelle x = u sich discoutinuirlich 
X — a 

ändert, so ist auch hier die Discontinuität von f{x) zu erwarten; in 
der That hat man 

. c-l-A,c — b ( a\ 

/(« - 0 = -f — nrclan -j 

oder zufolge der Gleichung arctan ( — :) = — arctan z 

, c-4-4 c — b (tt\ 

Ha — e) = — i arctan I - I 

2 n \t J 



Fig. 6. 

r\ 1 



I 



V 
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und bei verschwindenden t, wenn n als positiv vorausgesetzt wird, 

cA-b 

/(“ - ^ 

Ferner ergiebt sich 



-J ,^-=b. 

7t 2 



. . “l“ ^ 1 ^ ^ 

/(« + d) = Tf- + - -- 

. c b , c — b 

/(„ + ü)=-:t- + --- 



ai-ctaii 



©■ 



An der Stelle x = « springt also die Function von dem Werthe b 
nach dem Werthe <• über. Die Figur giebt 
ein Bild der Curve, welche durch die Glei- 
chung 

c -|- A f 




y = 



urclun 



\ 



2 n X — a 

charakterisirt wird; darin ist OA=u, AB 
= b, AC=c. Die beiden, rechts und links 
von ABC liegenden Zweige der Curve sind 
congruent und von entgegengesetzter Lage ; 
sie besitzen eine gemeinschaftliche Asymp- 
tote, welche in der Entfernung AD = ä(p-|"^) parallel zur Ab- 
scissenachse liegt. 

§. 12 . 

Zweites Keimzeiclien der Discontinuität. Allgemeine Sätze. 

Die beiden Werthe — o) und /(| -f- 0), welche die Function 
/■(.c) im Falle einer Discontinuität anniiumt, wurden bisher durch Sub- 
traction verglichen; man kann aber diese Vergleichung auch durch 
Division ausführen und gelangt dann zu folgendem Satze: 

Die reelle Function /(x) bleibt innerhalb eines ge- 
gebenen Intervalles continuirlich, wenn für alle 
zwischenliegenden x 

f(x + i) 

Um- >Y ~ [ = 1 

/(j- — £) . . 

ist; giebt es dagegen innerhalb jenes Infervalles 
einen oder mehrere Werthe von x, für welche 

f(x -f t) < 

ist, so erleidet /\x) für Jeden derartigen Werth von 
X eine Unterbrechung der Continuität. 

In der Anwendung auf das schon früher. benutzte Beispiel 



X — h 



Schlömfich algebr. Anftlyaia drille Aufl. 
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Lim 



fix + <) _ X — h — t 



’fix—t) X — Ä-f-d’ 

und der Grenzwerth hiervon ist = l , solange x verschieden von h 
bleibt ; für j: = h dagegen wird 



Lim'-^ = Lim(-L)==l 



und hier ist - eine ganz willkUhrliche Gröfse, weil ä und t unab- 
hängig von einander gegen die Null convergiren. Nimmt man z. B. 
£ = 2 d, so wird 

/■(A + Ä) 

im V-, = — 2, 

/( A — e) 

woraus hervorgeht, dafs die betrachtete Function sich an der Stelle 
x = h discontinuirlich ändert. 

Einige allgemeine Sätze Uber die Continuität und Discontinuität 
zusammengesetzter Functionen wollen wir noch aufstellen. 

1. Es sei /'(a) eine gebrochene Function, etwa 

9>(^) 



fix) = 






und sowohl der Zälder als der Neuner continuirlich , so kann doch 
der Quotient discontinuirlich werden und zwar geschieht diefs jedes- 
mal, wenn der Nenner für gewisse Werthe von j- zu Null wird und 
wenn in diesen Fällen der Zähler endliche Werthe besitzt Bezeich- 
nen wir nämlich mit | einen der speciellen Werthe von .r, für wel- 
che der Nenner verschwindet, und setzen 

+ ä) = A, ip(| — i) = fl, 

SO sind I und /i Gröfsen, welche gleichzeitig mit ä imd £ gegen die 
Null convergiren, mithin ist, weil für .r = « der Zähler nicht ver- 
schwindet. 



Lim 









|<P(J — *)■ + 



= 1 



Limt = ^ 



0 ’ 



dieses - kann aber jeden beliebigen Werth haben, da I und (• von 
einander unabhängig sind. 

Aus diesem Satze folgt z. B., dafs die Functionen 



und tan x = ' 



1 

sec X = 

cos X cos X 

an den Stellen x = + ^jt, + |?t, + etc. discontinuirlich werden, 
wie schon aus den Elementen der Trigonometrie bekannt ist 

2. Die Function f(x) sei die Summe von m continuirlichen Func- 
tionen F,(.r), F,(.c), . . . Fm(.r); mau hat dann die Gleichungen 
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/(X) = F,(x) + F,{x) + .... + 
f(x i) —f(X — £) 

= [F,(r ^S)-F,(X- 0] + + d) - F,(x _ t)] . 

. . . + [F„(x + d) - F„(x - £)]. 

Zufolge der vorausgesetzten Continuität von f’i(-r), F„(x) 

kann jede der eingeklammerten Differenzen beliebig klein gemacht 
werden, wenn man nur d und £ hinreichend klein wählt; bezeichnet 
daher q einen willkUlfrlichen positiven echten Bruch, so lassen sich 
d und £ so wählen, dafs jede der genannten Differenzen zwischen 
-j- 9 und — 9 fällt, mithin 

”>(f >A^ + ä) —/(* — *)> — '»9 
wird. Bei unendlich abnehmenden 9 convergirt das Product wp ge- 
gen die Null, folglich hat man auch 

Lim L/’(x -f dj — /(x — £)] = 0 

d. h. die Summe einer endlichen Menge continuirlicher 
Functionen ist gleichfalls continuirlich. Für eine unendliche 
Menge von Summanden darf man diesen Satz nicht ohne Weiteres 
anwenden, denn das Product mg kann sich einer von Null verschie- 
denen Grenze nähern, wenn m unendlich wächst, während - 9 gegen 
die Null convergirt. In der That werden später Fälle verkommen, 
wo die Summe einer unendlichen Menge stetiger Functionen discon- 
tinuirlich ist. 

Befindet sich unter den Functionen F^(.r), . . . F„(.r) eine 

einzige discontinuirliche, so erleidet auch die Summe f(x) eine Un- 
terbrechung der Continuität und zwar an derselben Stelle wie jener 
einzelne Summand. Diese Bemerkung gHt aber im Allgemeinen nicht 
mehr, wenn mehrere der Functionen für denselben Werth von x dis- 
continuirlich werden, vielmehr kann es dann geschehen, dafs sich die 
Discontinuitäten aufheberi. So sind z. B. sec x und x* — sec x gleich- 
zeitig discontinuirlich, ilire Summe aber ist eine continuirliche Function 
3. Wenn mehrere Functionen F,(x), Fj(.i), . . . F„(.r) zu einem 
Producte vereinigt werden, etwa 

f(x) = F,(x) . F,(x) . F 3 (x) . . . F„(x), 

SO hat man 

/(fjfJ) _ F,(x -{- ö) F^(x j) 

f(x — t) ~ F,(X — £) ■ A’j(X — £) F„(x — t) ■ 

Unter der Voraussetzung, dafs F^(x), F,(x), . . . F„(x) stetige Func- 
tionen sind, kann jeder der Quotienten 

Fi(x -f A\(x -}- 6) F„{x -f 6) 

F^(x — e)' Fj(x — £)’■■■ A'„(x — £) 

4 * 
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der Einheit beliebig nahe gebracht werden, es lassen sich demnach 
d und t so klein wählen, dafs jeder Quotient zwischen 1 -f" P 
1 — p fällt, wo p ein willkührlicher echter Bruch ist. Hieraus folgt 

f(x + S ) , 



miüiin, wenn mau ^ gegen die Null convergireu läfst, 



, . fix -I- Ö) 



d. h. das Product aus einer endlichen Menge continuir- 
licher Functionen ist gleichfalls continuirlich. Für eine 
unendliche Menge von Factoren gilt dieser Satz im Allgemeinen 
niclit mehr, weil sich dann die Gröfsen (i -f p)“ und (1 — e)" an- 



deren Grenzen als der Einheit nähern können, wie z. B. 




der Grenze c. 

Befindet sich unter den F"unctionen F\(.r), Fj(x), . . . 
eine einzige discontinuirliche, so erleidet auch das Product f \x) eine 
Unterbrechung der Continuität und zwar an derselben Stelle wie je- 
ner Factor. Bei mehreren Factoren dagegen, welche gleichzeitig dis- 
continuirlich werden, können sich die Discontinuitäten aufheben; so 
sind z. B. tun x und x col x gleichzeitig discontinuirlich, ihr Product 
aber ist continuirlich. 

4. Die bisherigen Erörterungen sind leicht auf Functionen meh- 
rerer Yariabblen auszudehnen. Handelt es sich um eine Function 
zweier Variabelen, etwa z = / {x, y), so denkt man sich erst für y 
irgend einen individuellen Werth A’ gesetzt und hat es dann nur 
mit einer Function von x zu thun, die mau nach den gegebenen 
Kegeln untersucht ; nachher ändert man A, indem man sich vorstellt, 
dafs A der Reihe nach alle Werthe von — cx3 bis -|- oo anninunt. 
Geometrisch heilst diefs: man betrachtet die Fläche, deren Gleichung 
zz= f(x, y) ist, als die stetige Folge aller der Schnitte, welche sie 
mit Ebenen parallel zur xz - Ebene bildet. Ähnlich verhält sich 
die Sache bei Functionen mehrerer Variabelen; obschon hier die 
geometrische Bedeutung aufhört, so bleibt doch das analytische Ver- 
fahren immer das nämhehe. 
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G a p i t e 1 IV. 

Die Mittelwerthe der Functionen. 

§. 13. 

Der mittlere Werth einer Function. 

Eine der elegantesten und zugleich brauchbarsteu Anwendungen 
der Lehre von den Grenzwerthen der Functionen bildet die Bestim- 
mung des mittleren Werthes, welchen eine Function innerhalb eines 
gegebenen Intervalles besitzt. Man gelangt hierzu auf folgendem 
Wege. 

Die Function y — fix) ändere sich continuirlich von x = a bis 
X = b imd sei ausserdem so beschaffen, dafs jedem, das Intervall 
a bis b nicht überschreitenden x nur ein y entspricht; ferner denke 
man sich die Strecke b — n in n gleiche Theile getheilt und nenne 
S einen solchen Thcil, wonach 

d = oder d = fl -4- nd 

n 

ist. Giebt man nun dem x der Reihe nach die n Werthe 
^ fl, « 2d, fl 3d, . . . fl (fl — 1 )^, 

deren letzter mit b — d übereinkommt , so erhält y ebensoviel indi- 
viduelle Werthe, die folgendermafscn bezeichnet werden mögen 
Vo =*/(«). .Vi =/(“ + =/(fl -f 2d), 

Vn-\=f{a -f- [fl — l]ä). 

Das arithmetische Mittel dieser n Functionswerthe ist 

' yp yi ~l~ .Va 4~ — ~4~ y n - 1 

n 

__ /(") -f /(° + 4-/(° + ^^) + — +/(“ + [” — 

n ’ 

und giebt eine ungefähre Vorstellung von dem mittleren Werthe, 
welchen die Function innerhalb des Intervalles x ~a bis x = b be- 
sitzt Je gröfser die Zahl n ist, je mehr Functionswerthe also berück- 
sichtigt werden, desto genauer erhält man auch den mittleren Werth 
der Function, und wenn man zur Grenze für unendlich wachsende n 
übergeht, so folgen die verschiedenen Werthe des x stetig aufein- 
ander und der Ausdruck 

+/(« + +/(° + • +/(« + [” - 
n 

ist nunmehr das arithmetische Mittel aus allen den unendlichen vie- 
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len Werthen, welche die Function nacheinander erhält, während x 
das Intervall « bis h stetig durchläuft; jener Grenzwerth mag daher 
der Mittelwerth der Function, bezogen auf das Intervall 
X — a bis x = b, heifsen. 

Diese Betrachtungen sind leicht geometrisch zu deuten, wenn 
man wie früher y = /'(.r) als Gleichung einer Curve ansieht und 
OA = o, OB = 6 als Abscissen abschneidet, (s. Fig.) Die Strecke 

AB ist dann in n gleiche Theile 
zu theilen, und d bezeichnet einen 
solchen Theil; ferner sind yo,!fi, 
die Ordinaten, welche 
den « Abscissen «, a d, a -|- 2 d, . . . 

I , . . , , a -f- (re — i)d entsprechen, und 

0 X ~X der Quotient 

Vo -f- yi + + • ••• + .Vx-i 

n 

giebt den mittleren Werth jener Ordinaten. Durch Übergang zur 
Grenze für unendliche wachsende » gelangt man zum arithmetischen 
Mittel aus allen zwischen AC und BO möglichen Ordinaten d. h. 
zum Mittelwerthe der Ordinaten innerhalb der Strecke AB*). 

Um zunächst einen einfachen Fall vor Augen zu haben, nehmen 
wir beispielweis 

y = ", 

wo c einen constanten Factor bezeichnet Hier ist 

yo=ea, y, =c(e-|-d), = c(o -|- 2d), . . . 

y,,-l =K« + [n — tjd); 
unter Anwendung der bekannten Suinmenformel 

1 2 + 5 . . . . -f (re — «) = (n — 1) 

*) Dernrtigc Mittelwerthe kommen nicht selten in der Physik vor. Sind nämlich 
za den Zeiten a, a d . a -|- . . . a (n — Ijd die veränderlichen OrdTsen 

Vo' Vi* * * * Vf* ^ Temperfttureu , JlHrometcrHtände u. derj^l.) beobachtet worden* 
so (^iebt das arithmetische Mittel der letzteren den genäherten Mittelwerth von y wäh- 
rend der Zeit b — o. l>er genaue Mittelwerth würde erst dann erreicht werden, wenn 
alle zwischen die Zeiten a und b fallenden y beobachtet wären d- h. wenn der steüge 
Verlauf des y vorläge. Dieser läfat sieh in vielen Fällen durch einen selbstregistriren- 
den Apparat beschalfen « dessen Einrichtung gewöhnlich darin bestellt , dafs ein beweg- 
licher 8tift aaf einen , mit gleichförmiger Clesehwindigkeit um seine Achse rotirenden 
Cylinder diejenige Curve anfzeirhnet » deren Ordinaten die verschiedenen Werthe 
der zu beobachtenden Variabelen darstcllen. Denkt man sich den Cylindermantel in 
eine Ebene abgnwickcit, so entsteht eine Can*e. worin die iteobachtungszo.itcn als Absets- 
aen , die beobachteten Werthe als zugehörige Ordinaten erscheinen, und wo nun die Auf- 
gabe ganz dieselbe ist wie in der obigen geometrischen Darstellung. 
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•rh&lt man als arithmetisches Mittel 

= e [« + - i)d] 

oder vermöge des Werthes von i ' 
yo + y. + : •..+ 

und durch Übergang zur Grenze für unendlich wachsende n 

(A + «) ■ 

n i \ T J 2 

Geometrisch heilst diefs: wenn die Linie CD eine durch den Coor- 
dinatenanfang gehende Gerade ist, so kommt der Mittelwerth aller 
zwischen .<4 C und BD Hegenden Ordinaten überein mit dem arithme- 
tischen Mittel aus AC und BD, was auch unmittelbar ersichtUch ist 
Als zweites Beispiel diene die Annahme 

y = -. 

Mit Hülfe der Summenformel 

1» 4- 2» -f 3* -f- . . . -f (« — n' = (a — 1) (2n — 1) 
findet man sehr leicht 

yp ~t~ if i ~f~ .V -» ~t~ • • .y^- ' 



= "[““+ " (" "ü Ji" — ') (2" — 

Nach Substitution des Werthes von 6 bringt man die rechte Seite 
durch einige Zusammenziehuag auf die Form 

ff* -|- «y -4 y* y* — a* (y — a)* 

3c~ ~ 2« ' 6n* 

und daraus ergiebt sich 

Lim + y » + .Vi 4- • • ■ + .V« _ “1+ A’ 

ff 3c . 

Geometrisch ist diefs der Mittel werth aller Parabelordinaten, welche 
zwischen x = n und x = b eingeschaltet werden können. Am ein* 
fachsten gestaltet sich das Resultat, wenn man « = 0 setzt d. h 
die Parabelordinaten vom Scheitel an nimmt; es wird nämlich der 

y* 

obige Mittelwerth = ^ — d. i. gleich dem dritten Theile der letz- 
ten Ordinate. . 

Bevor wir ausführlichere Untersuchungen über Mittelwerthe fol- 
gen lassen, wollen wir erst eine Vereinfachung der allgemeinen For- 
mel erwähnen. W'enn nämlich x das Intervall x = a bis x = b 
durchläuft , so ändert sich die Differenz x — a von 0 bis 6 — a; 
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man kann daher .r — « = | setzen, ? als neue unabhängige Variabele 
betrachten und dieser den Spielraum von 1 = 0 bis ^ = f> — « an- 
wciscn; ferner ist jetzt f(x) =z j\n -j- ^), und da /'(« wieder 
eine Function von | darstellt, so mag dafür kürzer geschrieben 
werden. Nach diesen Substitutionen geht der Ausdruck 

Um /(") + ^~) + ß« 4- 2d) + ■ . . +/(fl + [" — 

n 

in den folgenden über 

Um F(0) + F{S ) + F(2 gj + . . . + F { \n - l] 3) 

ii ’ 

d. h. der Mittclwerth von /'(.r) bezogen auf das Intervall x — a bis 
X — h, ist einerlei mit dem_ Mittelwcrtbe von F(|) , wenn bdzterer 
auf das Intervall ^=Obis ^ = b — a bezogen wird. Man wird 
leicht bemerken, dafs diese Operation analytisch Dasselbe ist wie 
geometrisch die Verlegung des Coordinatenanfanges von O nach A\ 
die Abscisse x wird dabei um n verkleinert, mithin ist x — a = s 
die neue Abscisse, imd an die Stelle der früheren Curvengleichung 
y = /'(.r) tritt die neue y = /'( « f) = F(|). 

Da ferner « und b nur der Bedingung bz> n unterworfen sind, 
so kann b — a jede beliebige positive Gröfsc bedeuten und mit ir- 
gend einem Buchstaben bezciclinet werden. Wir wollen dafür x sel- 
ber gebrauchen, so dafs jetzt 

Um + + n[” — 11 ^) 

« • X ’ 

= .>o), 

das arithmetische Mittel aller Ordinaten darstellt, welche sich auf 
der Strecke x errichten lassen. Dasselbe mag schlechthin der Mittcl- 
werth. von F(.r) heifsen und mit ÜlF(.r) bezeichnet werden, wobeiill 
keinen Factor, sondern nur die Abkürzung der Worte „Mittelwerth 
von“ bedeutet. Vennöge des Werthes von S gilt nun die Gleichung 

ÜWO = }l[no) + f(i) + ) + . . . + f(fc^)]j 

als Definition des Symboles iHF(x). 

Die rechte Seite dieser Gleichung läfst sich noch etwas einfacher 
darstellen. Wenn nämlich eine Partie von gleichartigen Gröfsen 
7«„, Hj, . . . i;„_i zu addiren ist, so schreibt man statt 
"o "I" "l “I“ "2 • -f- "n-1 

kürzer 

Suk, * = 0 , 1 , 2 , ... (n — 1) 
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und liest „Summe aller der Gröfsen, welche aus m für k = o, l, 2, 
. . (n — t ) hcrvorgclien demgernäfs kann man die vorige Glei- 
chung in die folgende zusammenziehen 






wobei nur ein für alle Mal zu merken ist, dafs k die Werthe 0, 1,2, 
. . . (n — 1) erhalten soll. 

§. 14. 

Der Mittelwert}! der Poteii*. 

Zufolge der gegebenen Definition wird der Mittelwerth von xr 
durch folgende Gleichung bestimmt 

j:[“'+ (;)'+(f )' + •••+ 

damit 0*' nicht unendlich werde, müssen wir /i als positive Gröfse 
voraussetzen, wir haben dann einfacher 

= u, j- +J' +.?i+^.^+ 

oder, weil der Factor a’’ kein n enthalt. 



1 ) 



Mixn = [ 









uP+ > 

In dem specicllen Falle, wo p eine ganze Zahl ist, läfst sich 
der nöthige Grenzwerth mittelst der in §. 7 entwickelten Ungleichun- 
gen finden; es ist niimlich für jedes « p» 6 0 

rtj. + i_ÄP + i 

(F+ — jzrr- 

mithin für a = i, A = i — l 
2) s>- > j .. . i- 

Man hat ferner 

ip -f- 1)*'’ < 



F+ » 

ffP+' — 4i>+ ' 



3 ) 



ZP < 



a — b 

folglich wenn /> = r, « = : i gesetzt wird 

(= + I)»’ - 
P + ‘ 

Die beiden Ungleichungen 2) und 3) gestatten folgende übersicht- 
lichere Zusammenstellung 

4- l)P-M — ;P-M ;P + 1 - (r — 

F + ' F + * ’ 

und daraus ergeben sich für t =• i, 2, 3, . . . (n — i) folgende spe- 
äelle Relationen 



Digilized by Google 




58 



Cap. IV. Die Mittelwerthe der Functionen 
oP+I ip+l IP+I 

5 p+ 1 — 21* + ' 21* + ' 

-.-+T- P + T 



4P + ! — 3P + I 3r+t 

~ 7TT 



1^^ 

1 ’ 
2P+ I 



p + > 



1)J>+1 — (n — 2)1* 



+ 1 



A* + * 

Die Summe dieser Ungleichungen ist 

„P + i _ 1 (« - i)p + ' 

wobei linker Hand die negative Einheit weggelassen werden kann, 
weil dadurch die Ungleichung stärker wird; ferner liefert die Divi- 
sion mit nr + > 

_1_ -> 2»*- f ■■■ + (« - 1/ _ V ») 

/» -j- 1 «r + ' 1 ■ 

Bei unendlich wachsenden « und constant bleibenden p convergirt 
INP + I 



i'-iy 



gegen die Einheit, und daher wird die vorige Unglei- 
chung zu der Gleichung 
4) 

mithin ist nach Formel 1) 



IP j. 2P 4- sr . -f- (« — I)/’ 1 

Ldittt _ . 

»r + • p -|- I 



5) 



i«(x'') = 



wobei p eine ganze positive Zahl seih mufs. 

Für nicht ganze positive p gilt ein ähnlicher Satz, dessen Be- 
weis aber nicht so einfach ausfällt; die Mittheilung desselben kön- 
nen wir um so eher übergehen, als bei späteren Anwendungen der For- 
mel 5) immer nur der Fall eines ganzen positiven p in Frage kom- 
men wird. 



§. 15. 

Die Mittelwerthe der Exponentialpröfse. des Sinus und Cf*sinu^. 

I. Für den Fall F(.r) = haben wir nach der Definition des 
Mittels ' 

, • «“ + fl* + «“^ + . . . + fl'"-'»* 

Jt(u') = Lim — ^ r X. ^ 
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wo 4 = - ist Giebt man der im Zähler stehenden Gröfsenreihe die 

R 

Form 



1 + R« -f (««)» + (a«)» + ....+ (a^)- 
so erkennt man darin eine geometrische Progression und hat als 
Summe derselben 

(a*)» — 1 _ a*'> — J _ a-f — 1 

a«- 1' ~ ärzT “ ^-17- 

Demnach wird 

oder aucli, wenn man - durch - ersetzt, 



= Lim 




der Zahler bleibt ungeändert, wenn 4 gegen die Null convergirt, der 
Nenner hat la ziu" Grenze (§. 8, No. 11), mithin ist 

1 ) 



Besser noch gestaltet sich diese Formel, wenn man statt a die 
Basis e einführt, indem man la = a oder a= c° setzt; es wird 
nämlich 

2) Ä(c") = ^ 

ax 

II. Der Mittelwerth des Sinus bestimmt sich durch die Glei- 
chung 

3) Mi sin X) 

, . sin 4 -I- sin 24 -4- «a 34 4- .... - 4 - sin (n — 1)4 

= Lim ’ , 

n 

wo es zunächst auf die Summirung der im Zähler stehenden Sinus 
ankommt. Bezeichnen wir den Werth des Zählers mit U und mul- 
tipliciren die Gleichung 

l' = sin 4 sin 24 sin ö4 — 1)4 

mit 2 Stil ^4 , so können wir rechter Hand jedes doppelte Sinuspro- 
duct in eine Cosinusdififerenz verwandeln, indem wir die Formel 
2 sin A sin B ■ — cos (.-/ — U) — cos (-■/-}- B) 
benutzen; wir erhalten 
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ilJ sin = cns — cos |d 
-j- roi |d — cos |d 
-|- cos §d — cos |d 

-|- cos (n — |)d — cos (n — |)d 

d. i. nacb gehöriger Hebung 

2U sin ^d = cos ^d — cos (n — ^)d. 

Hieraus ergiebt sich fJ, und zufolge der ursprünglichen Bedeutung 
dieses Ausdrucks gilt nun die Summenformel 
4^ sin d sin 2d 5d sin (« — I)d 

cos ^d — cos (n — J^)d 
2 sin Jd 

Bei der Anwendung von No. 3) ist zu berücksichtigen, dafs «d = r, 
folglich 

cos (n — ^ )d = cos (nS — ^d) = cos (x — }d) 

ist; ersetzt man ferner in No. 3) den Divisor n durch den Factor-, 

X 

so hat man 

. reo* — CO.» (x — Id) Jd 1 

miiiinx) = Lim 1 — ? 1 i-! . -4--. 

L J «n JdJ 

und bei Ausführung des angedeuteten Grenzeuüberganges 

b) M(3in IJ — . 

Auf ganz gleiche Weise kann man auch das etwas allgemeinere 
Resultat 

1 — cos ßx 

6) ßx) = 

finden, worin ß einen beliebigen constanten Factor bezeichnet. 

III. Der Mittelwerth des Cosinus bestimmt sich durch die Glei- 
chung 

7) , M(cos x) 

^ . 1 -|- cos d cns 2d -j- cos 3d . -j- cos {n — 1 )d 

n ’ 

und hier ist zunächst der Zähler in eine kürzere Form zu bringen. 
Wir setzen defshalb 

/'= 1 -j- cos 6 -|- cos 2d -J- cos 5d -f- . . . -j- cos in — l)d, 
multipliciren beiderseits mit 2 sin ^d und zerlegen rechter Hand je- 
des doppelte Product nach der Formel 

2 cos A sin B = sin {A -|- Ä) — sin {A — B ) ; 

wir erhalten 
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2/ ' sin = 2 sin 

-{- sin |d — sin |d 
sin ^d — sin ^d 
-J- sin ]S — sin |^d 

sin (// — ^d) — sin (n — ^Id 
d. i. nach gehöriger Hebung 

sin ^d = sin iS -|- sin (n — ^)d. 

Hieraus findet sich F und man hat dalier die Suimnenformel 

8) 1 + cus d -j- cos 2d -|- cos 3d cos (« — l)d 

sin |d sin (n — -^)ä 

2 sin |d 

Indem wir diefs zur Umwandlung der Formel 7) benutzen und 

ß 

nS = X, n — - setzen, gelangen wir zu der Gleichung 

„ r*(Vj ^d -|- i/n (x — ^d) “J 

L ^ ««idj 

d. i. 

9) iH(eos x) = . 

X 

Nach demselben Verfahren erhält man leicht die etwas allge- 
meinere Formel 

- ^ AA ^ /I V Qt- 

10) .Äl(cor |3x) = 

Die bisher entwickelten Mittelwerthe der Potenz, der Exponen- 
tialgrüfse, des Sinus und des Cosinus sind die einzigen, deren Auf- 
suchung keine besonderen Kunstgriffe erfordert; um aber die ver- 
schiedenen Mittel zu zeigen, welche in anderen Fällen benutzt wer- 
den können, verfolgen wir den Gegenstand weiter. Dabei wird sich 
auch das wichtige Resultat ergeben, dafs die Functionen /(l 
urctan x und arcsin x als Mittelwerthe gewisser algebraischer Func- 
tionen betrachtet werden dürfen. 

§. 16 . 

Der Mittelwert}) von (1 

Wir erinnern zimächst an die in §. 7 bewiesenen Ungleichungen 
a" — A” ^ (ö — 4) 
a" — b™ (a — 4) a’"~', 

welche für jedes ganze positive m gelten , wenn a >■ 4 > 0 ist. In 
der ersten Ungleichung nehmen wir 
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a 




= t, 



wobei z eine beliebige positive Gröfse bedeuten möge; diefs giebt 




— 1 > 5 



und durch Übergang zur Grenze für unendlich wachsende m 
ly e* — I s oder e* ^ 1 s. 

ln der zweiten Ungleichung setzen wir 



0 = 1 , 




und erhalten 




und durch Übergang zur Grenze für unendlich wachsende m 
1 — «“* <; 2 oder <?~* \ — z 

und umgekehrt, wenn z ein positiver echter Bruch ist. 



2 ) 

Die unter No. 1) und 2) gefundenen Resultate stellen wir in der 
Form 

,-->"‘> 1 +-. ( 0 < 2 < 1 ) 

zusammen und nehmen überall die natürlichen Logarithmen; diefs 
giebt 

3) '(r -“;) > ' > ^( ' + (0 < ^ < 1). 

Ertbeilt man dem z der Reilie nach die Werthe , 
d 1 d d d 

? r^’ rf“äd’ r+~3d’ • • • i + (» — TyS’ 
worin d einen positiven echten Bruch bezeichnen möge , so erhält 
man die folgenden Ungleichungen 







6 

T 


> 


< 4 -). 




> 


1 

1 + d 


> 


/(' + 
W« )' 




> 


d 

1 + 12d 


> 


/L+i-n 

+ 2dJ’ 


/* + 3^ 


> 


d 


> 




+ 2dj 


l .5d 


A« +3dj’ 


t + (« — 


1 


d 




' 1 -f- «d 


1 f (« - 2)dJ 


1 > 


1 +{«-i)Ä 


,1 + (» — l)d, 
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und die Summe derselben ist bei gehöriger Hebung 

>^[T + rj:d + ?i2d + - - + 1 + (n -l)ä]^ ' 

Die in Parenthesen stehende Summe ist dieselbe, worauf man bei 
der Bestimmung des Mittelwerthes von kommen würde, da- 



her ist für d = 



4) 



-T- 

n L< 



+. ± V 

1 -|- d ^ I -f 2d ^ T t -f- (n — 1 )dj-' 



und durch Übergang zui- Grenze für unendlich wachsende n 



5) 



Ül 



(4.) 



/(t -|- xi 



Hierin liegt der bemerkenswerthe Satz, dafs der natürliche Lo- 



garithmus durch den Mittelwerth der algebraischen Function ^ 

dargestellt werden kann. Damit ist gleichzeitig eine Methode zur 
Berechnung der natürlichen Logarithmen gewonnen, denn bei grofsen 
H mufs näherungsweis die Gleichung gelten 

A * -{- X ) 

X 



oder 



1 r, 4- --L - 4- — ! 

" I 4-- I 4-- 

_ " " 



2x + • • + ~ 



» + 



1 

(« — 1 )x 
n 



/(I x) — xF 1- — p 1- h • • • • "I" ~ 

' L« ' « 4- X ‘ Ä -J- ‘Ix ' ’ n 






-ft« — t)ij 

Zum praktischen Gebrauch empfiehlt sich diese Formel nicht sonder- 
lich, da man für n eine sehr ansehnliche Zahl nehmen müfste, um 
einige Genauigkeit zu erreichen. Die Sache läfst sich aber unter 
einem anderen Gesichtspunkte betrachten. 

Nach einer bekannten Formel hat man 
t — o” 



1 — a 

oder für o = — ß 
1 4- (— 1)'"+* _ 

-pqpj - • 



= l-fo-fa* -f....-fn"'“‘ 



d -f |3» — -ff— 1)—' iS”-' ; 
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denken wir uns ß als positiv und setzen für m eine gerade Zahl il, 
so gellt der Zähler in l — /J** über und beträgt weniger als die Ein- 
heit; daher ist 

Setzen wir dagegen m gleich einer ungeraden Zahl t, so über- 
steigt der nunmehrige Zähler i -j- + ' die Einheit lind daher ist 

-) 

Die beiden Ungleichungen 6) und 7) benutzen wir, um aus No. 4) 
zwei neue Itesultate abzuleiteu. Es ist nämlich erstens 




und wenn man rechter Hand die Ungleichung G) auf jeden einzel- 
nen Bruch anwendet, so erhält man bei Zusammenfassung der gleich- 
artigen Gröfsen 






> 1 — 



l + 3 ■ -t- (» — 1) 



• ;,3 

1=* + 23 + 3* -f — i>3 , 

II* . 

+ 

I,lk ~ 



Durch Übergang zur Grenze für unendlich w achsende « folgt hieraus, 
wenn man erst die Formel 4) in §. 14 benutzt und nachher mit .r 
multiplicirt 

8) /(I +x)>x- ^x^ -f - ix* -f . . . . 



Andererseits ist vermöge der Ungleichung 4) 

j '0 + 




+ 



t 



1 + 



{ll — i)x 



Digitized by Google 



Cap. IV. Die iÜtteltrerthe der Functioaen. 65 

und wenn man rechter Hand die Ungleichung 7) auf jeden einzelnen 
Bruch auwendet, so gelangt man leicht zu dem Ergebnisse 

• , l»+2» + 3* + ...+ (»-D* 

T „3 ^ 



■ ■ ■ ■ 4 - („-1)1* 

T ■ „-.It + 1 ■ ■ ■ 



Durch Übergang zur Grenze für unendlich wachsende « und nach- 
herige Multiplication mit .r folgt hieraus 

9) /(I — _|j-4 ^ 

. L,»* I \ + i 

2X- ^ + 1 • 

Mittelst der Bemerkung, dafs jede zwischen .4 und B > ^ lie- 
gende Zahl durch ^4 q (B — A) dargestellt werden kann, wo p 
einen nicht näher bekannten positiven echten Bruch darstellt, lassen 
sich die Ungleichungen 6) und 9) zu einer Gleichung zusammeu- 
zieheu, nämlich 

10) /(l-f a:) = fr 






2*-f 1 






0<p< 1. 

Dieses Resultat ist besonders bei echt gebrochenen x von Werth, 
weil man in diesem P'alle die willkührliche ganze Zahl k so grofs 
wählen kann, dafs .i **'*'', mithin auch der letzte Summand, kleiner 
als irgend ein gegebener Bruch wird; die Grenzen, zwischen denen 
/(I -|- x) Hegt, lassen sich also bei echt gebrochenen x beUebig eng 
ziehen. Für x = 0,3 z. B. hat man folgende Rechnung 



1(0,3) = 0,3 

— I (0,3)“ = — 0,045 
0,255 

+ i (0,5)» = 4- 0.008 
0,204 

— J (0,3) ‘ = — 0,002025 
^ 0^261975 

-f (0,3)» = -1- 0,000486 
0,262461 

Sckiöailck Algrbr. Aiiiil)oU ilritle Aufl. 
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— ^ (0,3>« = — 0,0001215 
0,2023395 

-f- I (0.3)’ = 4- 0,0000312« 

0,202370713 

— ‘ (0,3)» = -- 0,00000 8201 
0,2Ü23’Ö25 12 

f i (0,3)* = -^,000002187 

Ö,Tö 23 »T'i 729 U.B. W. 
setzt man daher der Reihe nacli X = i. 2 , 3 etc., so liegt /(l,3) 
zwischen 

0,255 und 0,261 

0,261975 - 0,262161 

0,2623395 - 0,262370713 

0,262362512 - 0,262361729 

und es ist daher auf fünf Decimalen genau Al, 3) - 0,26236, was 
mit den Tafeln übereiiistimmt. 



§. 17 . 

D«r Hittulwvrth von ( l -j- x*) 

Durch Anwendung der bekannten goniometrischen Formel 

tin (.4 — Bl 

tan .4 — tan B = — 

cot A cot B 

überzeugt man sich leicht von der Richtigkeit der Gleichung 

tan (n -j- /?) — tan a sin ß I 

^ ß ß ' cos |a ß) cos a’ 

worin a und « ^ zwei beliebige Bögen des ersten Quadranten be- 

deuten mögen. Unter dieser Voraussetzung ist (§. 10, No. 1) 

sin 



> cot ß, 



ferner 



cot (a -f- ß) cos a cos ß 
ersetzt man daher in No. 1) den Factor 



tia a sin ß cot a cot ß ; 
tin ß 



durch cos ß und im 



Nenner cos (« -f |3| durch cos a cos ß, so erhält man 
tan (« ßt — tan a I 

ß cot^ a 

oder 

2) [tan (o -|- )3) — tan o] coi»a ^ ß. 

Diese Beziehung gestaltet sich für unsere Zwecke brauchbarer, wenn 
wir die Substitutionen 

tan a = 3, tan (u -J- ,1) = s -J- d 
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voniehmen; zufolge der Voraussetzung, dafs a und « gleich- 
zeitig im ersten Quadranten liegen, ist jetzt 

a = arctan z, n -|- z= arctan (j -j- d », 

ß — arctan fr — arctan s, 

1 I 

, cos^a = — , — = 

I tan^a I r® 

3) — i — ^ arctan (r -1- d) — arctan r. 

1 + 3 - 

Uni eine zweite und ähnliche Relation zu finden, gehen wir von 
der Gleichung aus , i 

tan a — tau ( o — ^) sin ß 1 

ß ß ' cos tt cos ( nr - ß)' 

Rechter Hand ersetzen wir den Factor —ß ~ durch die gröfsere Ein- 
heit und cos ( o — ß) durch den kleineren cos «; wir liaben dann 
tan a — tan ta — ß) I 

ß ^ cos *a' 

oder 

4) [/fl« fl — tan (« — ßtj cos^a ^ ß. 

Es sei ferner sowohl «als a — ß ein Bogen des ersten Qua- 
dranten, 

tan tt — z, tan ( i* — ß) = z — d, 

SO ist umgekehrt 

a = arctan s , « — = arctan I r — d), 

ß = arctan z — arctan (z — d), 
und die Ungleichung 4) geht dann in die folgende über 
d 

1 + r* 

Aus No. 3) und 5) zusammen folgt 

d 



5) 



; arctan z — arctan (z — d ). 



arctan z — arctan (s — d) ^ 



^ arctan (r + d) — arctan z ; 



! + r> 

wir nehmen hier der Reihe nach s = d, ad , 3d , . . . . (« — i )d, ad- 
diren alle entstehenden Ungleichungen und fügen überall noch d hin- 
zu, diefs giebt die neue Ungleichung 

arctan ([» — l]d) + d 

+ T+T* + 1 f (2d)* + r+'tW + • • • + 1 + ([« - öd)»] 

5» arctan (nd) + d — arctan d. 

welche noch stärker wird, wenn man die zuletzt voriiommende po- 
sitive Differenz d — arctan d wegläfst. Für nS — x und durch bei- 
'derseitige Division mit x folgt 

5* 
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— arctan 

X 



r-+(?) 



L^_ + . . . . j- 






— areUtn z , 

X 



und es erhellt unmittelbar, dafs diese Relation zur Bestimmung des 
Mittelwerthes von dienen kann. Durch Übergang zur Grenze 

für unendlich wachsende x ergicbt sich in der That 
7) Jl 

womit der bemerkenswerthe Satz gewonnen ist, dafs avetan x durch 
den Mittel werth der algebraischen Function ^ ausgedrückt wer- 
den kann. Gleichzeitig liegt hierin eine Methode zur Berechnung 
eines Bogens, wenn seine Tangente gegeben und = x ist, denn für 
grofse n mufs die Gleichung 

arctan x = 

wenigstens näherungsweis richtig sein. So erhält man z. B. für 
X = 1 und n = 1 0 

1 t . » I 1 I > , t 

4 ~ r»ÖÖ*' 101 ' 104 109 ' 116 



J! L 


-1-4- 


_! L 


* 1 


136^ 


149“ 


164” 


18l| 



Jji = 0,70998 ; 

die nicht unbedeutende Abweichung von dem wahren Werthe = 
0,7854 zeigt, dafs man » weit gröfser nehmen müsste, um eine er- 
trägliche Genauigkeit zu erreichen. Hierdurch wird aber das Ver- 
fahren sehr unbequem. 

Dagegen gelangt man zu viel brauchbareren Formeln, wenn man 
die im vorigen Paragraphen entwickelten Ungleichungen 
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der Reihe nach für 

(¥)’■ 

auf No. 6) anwendet. Zunächst ergiebt sich 



— arctan 
X 






n» 


• X* 


, »4-f2«+3<+... 




T „5 




1 « 4- 2» -f 3* . 




n’’ 




+ 

l«-* + 2«-* + .. 

..4i- 


,4(„_ ,)«-> 
1 



durch Übergang zur Grenze für unendlich wachsende n und durch 
Moltiplication mit x folgt hieraus 

10 ) arelan x"^ x — -|- .Jx* — 4 *’ -f- . . . . 

1 

4* — 1 

Benutzt man dagegen die Formel 9) zur Umwandlung von No. 6), 
so hat man erst 

‘ t* +2* + 3* + ... + (»- 1)» , 

- arctan x < 1 x* 

X n’ 



. «t-1 



T „5 



4-(n — 1)«* 



x«‘ 



r»+> 



^»f+T 

und nachher durch Übergang zur Grenze 

11) arctan x^x — 4*’ -|- 4*® — 4*’ "I" 

i x“-' -1 

4* — 1 ' 4* -j- 1 

Aus den gefundenen Ungimchungen läfst sich eine Gleichung 
bilden, wenn man einen nicht näher bekannten positiven echten 
Rruch ( einführt; es ist nämlich 

12) arctan x = 4*' — 4*’ -f- 4'^* — 

! x“-' -I ?-_x«+> 

• • • • 44-1 T 4^ _j_ ^ 

0<lp<l. 

Diese Formel leistet im Falle x <c 1 gute Dienste, weil sich dann 
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l so grofs wÄhlen läfst, dafs beliebig klein gemacht werden 
kann. Nimmt man z. B. 



1/3 — I 

x= V =0,2679492, 

yä + i 

was gerade der Werth von /an 15 ® ist, so hat man für * = 2 fol- 
'gende Rechnung 



x= 0,2679492 
— fr» = — 0,0064126 
0,26 15566 
-f fr» = -f 0,0002762 
0,26IU12B 



— fr"' = — ^0^001 42 
0,2^17966 
-f fr» = -|- 0,0000008 
'~0,26 17994. 



Demnach liegt der gesuchte Bogen zwischen 0,2617986 und 0,2617994 
und es ist also auf sechs Decimalen 



arelan 




= 0,261799; 



in der That stimmt dieser Werth mit arc 15 ® = in sechs Stellen 
überein. 



§. 18 . 

Der Mittelwerth von (I — x’) 

Durch Anwendung der bekannten goniometrischen Formel 

B ^ — B 

ttn M — sin U=i ros — — $m 

2 2 

findet man augenblicklich 

sw ("n -f- d) — “ / 1 1 «\ 

^ = cos(a+iß) 

Der erste Factor rechter Hand beträgt weniger als eos o, der zweite 
weniger als die Einheit, daher ist 

sw (a ß) — sw €t 

■ - -ß^- 

oder 

1) (” + 1^) — ^ g 

Dieser Ungleichung geben wir dadurch eine andere Form, dafs wir 

sin a= X, sin (« -J- ^) = s i 



cos a 
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and gleichzeitig a and « I* Bdgen des ersten Quadranten vor- 
aussetzen. Zufolge der vorstehenden Substitutionen ist nämlich 
a — arcsin s, a -j- (J= arcsin (; d), 

ji = arcsin ('s -(- d) — arcsin z, 
cos c( = l/t — • va*a = V* — ®*i 
mithin wird aus No. 1) 

2) ^ arcsin ( s -f- d) — aresin z. 

Vl— s» 

Zu einer ähnlichen Relation gelangt man dadurch, dafs man 
von der Gleichung 



sin a — sin (a — ß) , , - «n iß 

P = cos(a-i^ -p- 

ausgeht und für die beiden Factoren rechter Hand kleinere Werth« 
setzt Da mm cos (« — ß) mehr als cos « beträgt so hat man 

cos tt -|- cos (a — ß)^ i cos a 

oder 

2 cos (o — iß) cos iß > 2 cos a 

folglich 

cos n 



CO* (o —iß)> 



‘iß’ 



Ferner ist nach §. 10, Formel n 

sin iß 



-p>cosiß, 

und durch Substitution dieser kleineren Werthe erhält man aus der 
obigen Gleichung 



« — sin ( « - - li i ^ 
— cos a 



oder 



sin tt — sin {tt — ß) 



>ß- 



ros tt 

Unter der Voraussetzuiig , dafs a und » — ^ im ersten Quadran- 
ten liegen, sei 

sin tt =z z, sin (a — ß) = z — d , 

mithin 

tt = arcsin z , a — ß — arcsin {z — d) , 

ß = arcsin z — arcsin {z — d) ; 
die Ungleichung 3) wird dann zur folgenden 
d 

4 ) — — ■ - "> arcsin z — arcsin (z — d). 

Vl— s» 
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Die gewonnenen Resultate stellen wir in der übersichtlicheren 
Form zusammen 

5 



arcsin (s -|- Ä) — arcsin i 



Yi-. 



■ arcsin z — arcsin (z — d), 



nehmen der Reihe nach j = d, 2d, 3d, . . . (« — l)d, und addiren 
alle entstehenden Ungleichungen, wobei wir überall noch d hinzufü- 
gen; diefs giebt 

arcsin (ni) — (arcsin d — d) > 

+ -L 1. - -f -f * 1 

|_ 'yi_(2d)» Vyi _([«_ 

!> arcsin ([n — 1]^ -|- d, 

welche Ungleichung noch stärker wird, wenn man die linke Seite 
um die positive Gröfse arcsin d — d vergröfsert. Für nd = jr wird 
ferner 



5 ) 



- arf^sin x > 

X 



ir, j. __ : ' 

•[ y:-ft 



2xy ■ 



. . • + 






y, _ 

und es erhellt unmittelbar, dafs diese Ungleichung zur Bestimmung 

des Mittelwerthes von(l dienen kann. Man gelangt so zu 

der Formel 

6) 



- arcsin x. 



M ( 

vyi— xv ^ 

worin sich der Satz ausspricht, dafs die Function arcsin x durch 

den Mittelwerth der algebraischen Function (i — n>) ^ dargestellt 
werden kann. Gleichzeitig ergiebt sich hieraus ein Verfahren, um 
den Bogen zu finden, wenn der Sinus bekannt und = x ist, denn 
für grofse n muss die Gleichung 



1 + 



, + ;ry 



+ 



i/'+ey 
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wenigstens näherungsweis gelten. Man erreicht indessen nur dann 
eine erhebliche Genauigkeit, wenn man für n eine sehr bedeutende 
Zahl nimmt, und daher ist das Verfahren nicht bequem. Wir wer- 
den später zeigen, wie sich der angedeutete Grenzübergang ausfüh- 
ren und damit eine vollkommen brauchbare Formel entwickeln läfst. 

§. 19. 

Die Ifittolwertbe zusammengesetzter FiinctioDan. 

I. Wenn F(jr) aus zwei anderen Functionen ®(jt) und 
so zusammengesetzt ist, dafs die Gleichung 

F{x) = ^ <D(x) B ’P(x) 

statt findet, wo .1 und B irgend welche Constanten bedeuten, so hat 
man auch 

F{o) = ^ <P(o) 4- B >P(o), 

Kr) =■'*(9 +"Kr> 

KV‘) “•-(¥) + »Kt). 

and erhält daraus sehr leicht 

;['■<“> +K9 + Kv)+ 

+ 'C'««>+ Kr) + K?)+-+'K‘^i'- 

Durch Ül)ergang zur Grenze für unendlich wachsende n giebt diefs 
£dF(x) = .4 . Jld>(x) -{-B.M q<(x), 
oder zufolge der ursprünglichen Bedeutung von F(>) 

1) M\.4 . ®(x) -f B . q^x)] = A . J}ld>(x) -f Ä . i» qj(x). 

Für A = B = i liegt hierin der Satz: Der Mittelwerth von 
der Summe zweier Functionen ist gleich der Summe von 
den Mittelwerthen der einzelnen Functionen; für .4 = i, 
B——\ erhält man einen analogen, leicht in Worte zu fassenden 
Satz. 

Auf gleiche Weise, wie Formel 1) abgeleitet wurde, kann man 
auch folgende allgemeinere Formel entwickeln 

2) d>,(x) -I- A, d>,(x) + <»*(x)] 

= A, . -f -h . . . -f . Äd>t(x) , 

welche für jede endliche Anzahl von Summanden gilt Dagegen darf 
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man sie nicbt ohne Weiteres auf unendliche k anwenden, weil der 
' Grenzwerth der Summe einer unendlichen Tdenge von Functionen 
nicht nothwendig gleich der Summe der Grenzwerthe der einzelnen 
Summanden zu sein braucht (§. 6). 

Die Formel 2) dient zur Uerechnung der Mittelwerthe aller sol- 
chen Functionen, welche sich in Theile zerlegen lassen, deren Mit- 
telwerthe schon bekannt sind. So hat man z. B. 

iHf(n = .Äl[a’ "1- 3tt*ßx* Srt/3*x* -|- ^*x*] 

= ül(o’) 3 üllx^) -j 3 n/S* Ä(x‘) -f .Äl(x*) 

= «> -|-3o»|3y-|-3o^» y-f (3’ y. 

Als zweites Beispiel diene die Bestimmung des Mittelwerthes von 
cos* .r; es ist 

iH(cos* X) = Mit -f 2 X) = ^ ^ M(cos 2 x) 

oder 

JB(coi*x) = ^ -f I . . 

In ähnlicher Weise ergiebt sich 

MUi»*x) =. ^ sin 2x) = 4 — ^ Üllföi 4x) 

, — CHS 2x 

— i - i • ; • 

II. Wenn die Function F(.i ) von x = o an bis zu irgend einem 
Werthe x = o positiv bleibt, so sind für x r </ die sämmtlicben 
Werthe 

<?)■■ 

positiv, mithin ist es auch ihr arithmetisches Mittel, sowie dessen 
Grenzwerth. Man hat daher den Satz: So lange die Function 
F(.r) von x = o an positiv bleibt, so lange hat auch F(x) 
einen i)ositiven Werth. 

Hieraus folgt ein sehr brauchbares Theorem, wenn man sich 
F(x) als Differenz zweier Functionen ®(.t) und V(.r) denkt, idso 
k\x) = <J>(x» — >I»(x) 

und dem entsprechend 

iWF(x) — Ül'F(x) 

setzt. Ist nämlich <J>fx) *Pix'), so bleibt Ffx) positiv, mithin ist 
.Ä^/^^x) positiv und diefs kann nur der Fall sein, wenn 
£SLV(.x) ist Man hat daher den folgenden Satz, der übrigens geo- 
metrisch unmittelbar einleuchtet: wenn von zwei Functionen die 
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erste immer gröfsere Werthe als die zweite hat, so ist 
auch ihr Mittelwerth der gröfsere von den Mittelwerthen 
beider Functionen. 

So erhält man z. B. aus der Ungleichung 

1 ^ cos X, 

wenn man beiderseits die Mittelwerthe nimmt 

_ sin X , ^ . 

I ^ ^ oder X > sm X 

wie man ohnehin weifs. Durch Wiederholung des Verfahrens ge- 
langt man zu dem neuen Resultate 



2 



oder c(M X 1 — — . 



Die nochmalige Bildung der Mittelwerthe giebt 



tttt X 



> 1 



oder sinxy^x--—; 



wiederum ist nach demselben Verfahren 

I — cos XX X* 



oder 



cos X X 

x^ ^2 2.S. 4 



corx<l---f— — , 



ferner mit Hülfe der Mittelwerthe 



< I — 



2.3 ' 2 j 3 . 4 . 3 



oder 



sin X ^ X 1- 

2 . 3 ^ 2 . 5 . 4 . 



Man übersieht leicht, wie sich dieses einfache Verfahren fortsetzen 
läfst und dafs man hierdurch beliebig viele Ungleichungen ableiten 
kann , die sich wechselweise auf den Cosinus und Sinus beziehen. 

Stellt man zunächst alle für den Cosinus geltenden Ungleichun- 
gen zusammen, so hat man 
cos X < 1, 



cos X > 1 — 
cos X ■< 1 
cos X > 1 



1 - 2 ’ 



1 . 2 '« 



2.3.4’ 



1 .2 



+ r 



1 . 2 . 3 . 4 . 5 . « 



.2.3.4 
u. s. w. 

d. i. wenn p irgend eine ganze positive Zahl bezeichnet, 
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X* X* 

I J t 

1.2 '1.2.3. 'I ' 1 .2.3...(4/»)’ 



* 1 •* . ■* 

r> 1 1- -4- 

1 . 2 ^ 1 . 2 .. 3 . 4 ~ 1 . 2 . 3. ..(4 



(V) 

J.4P4« 



1 . 2 ....( 4 ;»+ 2 )‘ 

Eine Zahl, welche gröfser als S aber kleiner als T ist, kann immer 
unter Form T — pÄ dargestellt werden, wenn man unter p einen 
nicht näher bestimmten positiven echten Bruch versteht; daher las- 
sen sich die obigen Ungleichungen in folgende Gleichung zusammen- 
ziehen : 

3 ) COS X = 1 -I- . . . . -J 

^ t 4 2 * 1 . 2 . 3 ., ^ 1 . 2 ... ( 4 ») 



9 X 



(V) 

4P+1 



1 . 2 . . . ( 4;i -1- 2)‘ 

Durch Zusammenstellung aller Ungleichungen, in denen sin x 
vorkommt, hat man ferner 
sin xK,x , 



sm X > . 

1 1.2.3’ 



^x X 

sin j 



1.2.3 



’^T.2. 



3.4.5’ 



«« X > - 



^ 

1 .2.3^1 .2. 3. 4. 5 1 .2. 3. 4. 5. 6. 7’ 

u. s. w. 



oder allgemein ausgedrilckt. 



^ X X” , X“ 

sin x<, 1 — ... 

1 1 . 2.. 3 ' 1 . 2 . 3 . 4. 5 

+ fl 

1.2.3...(4/>-|- 1)’ 



,4P+I 



sin x> 

1 1 .2.3 ' 1 .2.3. 4.5 



+ 7- 






Hieraus folgt die Gleichung 



1 .2.3 ...(4/>-f-3)‘ 



44 



X 

sin I = 

I 1.2, 



1 

L J Z 

3 T -r , .2.3...(4/»-|- *) 

px"’« 

1 . 2.3 . . . (4/> -f 3)’ 

worin p wieder einen positiven echten Bruch bedeutet, dessen Werth 
nicht näher angegeben werden kann. 

Die Gleichungen 3) und 4) lassen sich zur Berechnung von corx 
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Cap. IV. Die Mittelwerthe der Fuuctionoa. 
und sin X auf ganz ähnliche Weise benutzen wie die Formel 10) 
in §. 16 zur Berechnung der natOrlichen Logarithmen. Wir kommen 
später darauf zurück. 



§. 20 . 

G«ometn8cbe AnwoDdungeo. 

I. Die Quadratur ebener Curven. Wie in §. 13 bezeichne 
y = F{x) die Gleichung einer ebenen krummen Linie, welche von 
.c = 0 an bis zu irgend einem individuellen Werthe des x reelle und 
endliche, sich stetig ändernde Ordinalen besitzen möge. Unter die- 
ser Voraussetzung schliefsen die Abscisse OM — x (s. f'ig. 8) , die 
*• Ordinalen OC = F( 0 ), MP= F(x) und 

das Curvenstück (’/■* eine endliche Fläche 
COMP = y ein, deren Bestimmung wir 
uns zur Aufgabe machen. 

Ein Mittel zur näherungsweisen Lö- 
sung dieses Problemes bietet sich leieht 
dar. Theilt man nämlich die Abscisse 
.!• in eine grofse Anzahl gleicher Theile 
und errichtet in jedem Theilpunkte eine Ordinate, so zerfällt die 
Fläche COMP in eine gleiche Menge von Streifen, deren Breite um 
so geringer ausfällt, je grüfser die Anzahl jener Tlieile ist. Mit eini- 
ger Aufopferung von Genauigkeit könnte man jeden solchen Streifen 
als Rechteck ansehen, hiernach seine Fläche berechnen imd die 
Summe dieser Flächen als einen Näherungswerth der Fläche COMP 
betrachten. Setzt man die Anzahl der Theile = n, so hat jedes Recht- 

X ^ X ^x 

eck die Basis - ; den Abscissen 0 , ~, — u. s. w. entsprechen ferner 

n n n 

die Ordinalen 

»• = «»)• »■=''(;)• »>='■(?) 

und diese sind die Höhen der verschiedenen Rechtecke. Demnach 
ergiebt sich für die Summe aller Rechtecksflächen, welche heifsen 
möge, 

•S, - - 1^0 + - + - y. + • • • +- l'-i 








I 
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So f^ewiss nun einen Näherungswerth der gesuchten Fläche 
darstellt, so ungewiss ist der Grad der erreichten Genauigkeit, und 
es bedarf daher noch einer besonderen Untersuchung, ob man durch 
fortwährende Vergröfserung der 'Fheilzahl « sich der Fläche COMP 
beliebig weit näliern kann, oder mit anderen Worten, ob der Unter- 
schied zwischen V und *S\ kleiner als jede angebbare Zahl werden 
kann. 

Da wir die Curve als stetig von nach P verlaufend voraus- 
setzeu, so läfst sich die Difi'erenz zweier benachbarten Ordinaten kleiner 
als jede beliebige Linie machen, weil es durch hinreichende Ver- 
gröfsernug der Zahl n jederzeit möglich ist, die Ordinaten einander 
beliebig nabe zu rücken. Es sei nun n so grofs gewählt, dafs jede 
der Ordinatendiiferenzen 

yo— -Vi. yi— y2. y» — .'/3,--yn-i — y» 
kleiner als die willkührliche Linie A ist. so trage man A, von dem oberen 
Endpunkte jeder Ordinate aus, zweimal ab, einmal nach oben, einmal 
nach unten, und ziehe durch jeden der erhaltenen Punkte eine Parallele 
zur Abscissenachse. So bezeichnet z. B. in Fig. 9 (iGll'H einen der 
Streifen aus Fig. 8 , ferner ist W = HK = A und 
ir II Kk' = GC. Zufolge der Voraussetzung, dafs die 
Ordinatendifferenz GH' — GH weniger als A beträgt, 
fällt mm der Bogen HH'^ in das Rechteck IKKT und 
es gilt für die Flächen die. Ungleichung 

<:c'n> GCkh'. 

Indem wir dieselbe auf alle u Streifen anwenden, deren 
Flächen r^, e,, . . . c,_, heifsen mögen, erhalten 

Ungleichungen 

^ (yo 4- > »o > ^ (yo — 

^(yi+^) > >1 >^(yi— f) 

,7(y2 + ^i > >'i *1 



Fig. B. 

1 




e- ß- 



wir folgende 



- iyn-i 4 ^)> ' „_i > ^ (y„_i — A); 

fl M 

wir addiren dieselben und bezeichnen mit >S' die Summe der Strei- 
fen d. h. die Fläche .COMP; es ist dann 

4- xA > /'> .9, — xA 



oder 



Ax > / ' — A, > — Ax. 



Din:'- 



i loogk 
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Da nuu i-, miüiin auch aj beliebig klein gemacht werden kann, so 
folgt, dafs sich der Unterschied zwischen I' und unter jede an- 
gebbare Grülse herabbriugen läfst, dafs also U der Grenz wcrth ist, 
welchem sich bei unendlich wachsenden n nähert. Zufolge der 
Bedeutung von »S, ergiebt sich hieraus die Formel 

+ i^) f . . . + 

d. L 

t r 

1) /■_= X . iWF(Ti oder MFtx)=i^-. 

Dieüber die Abscisse x stehende Fläche ist also gleich 
dem Rechtecke aus der Abscisse und der mittleren Ordi- 
nate, oder, der Mittelwert!) aller auf r stehenden Ordina- 
ten ist die Höhe desjenigen Rechtecks, welches dieselbe 
Basis und gleichen Inhalt mit der über x liegenden Cur- 
venfläche hat. 

.Mit einer geringen Modification bleiben die vorigen Betrachtun- 
gen auch bei einem schiefwinkligen Goordinatensystem anwendbar, 
dessen Coordinatenwinkel X()Y-- y sein möge. Die einzelnen Strei- 
‘ fen r«, r,^, / . . . r„_i sind dann Parallelogramme mit den Höhen 

'Ja y . y I y • y i y , • • ■ y»- 1 y ; 

es tritt also überall ysiny an die Stelle von y und daher wird 

2) /^ = X . JKFYx » . lin y. 

Als Anwendung der Formeln 1) und 2) geben wir die Quadratur der 
Kegelschnitte. 

Die Parabel. Wenn die Scheiteltangente zur Achse der x, 
die Parabelachse zur //-Achse, und der ganze Parameter = c ge- 
nommen wird, so ist die Gleichung der Parabel 

X» 



für die über der Abscisse x stehende P'läche .V erhält mau folglich 

r=xin('i).-^x.;::- = ixj/. 

was schon Archiniedes gefunden bat 

Die Ellipse. Wie gewöhnlich sei die Gleichung der Curve 

(j)* + (!)* = ’ j,= *y«*-x»; 

die über der Abscisse x stehende Fläche ist hiernach 
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80 Cap. rV. Die Mittelwerthe der Functionen. 

Das Products. bedeutet geometriscli die über derselben 

Abscisse stehende Fläche in einem Kreise, dessen Halbmesser = a 
ist; diese Fläche besteht aus einem rechtwinkligen Dreiecke mit den 
Katheten x, y«* — x* und einem Kreissector, dessen Centriwinkel 

X 

einen Sinus = - besitzt, mithin ist 
a 



X £(L\a- — X* = — X* -|- aresin — , 

und hieraus folgt für die elliptische Fläche 

y = ix ya* — X* -y y/A arcsin — . 

* ff ' ' ff 

I 

Den geometrischen Sinn beider Summanden wird man leicht er- 
kennen. 

Für*x = n erhält man die Fläche des Ellipsenquadrauten 
— ub\ die ganze Ellipsenfläcbe ist daher = n ub = «(yöÄ)’, 
d. h. gleich einer Kreisfläche, deren Radius das geometrische Mittel 
zwischen a und b ausmacht. 

Die Hyperbel. Die Asymptoten der Cuiwe nehmen wir zu Coor- 
dinatenachsen ; ein Scheitel sei C und seine Coordinaten OA = c, 
AC= OB =z c ; ferner mögen OM und Ml* die Coordinaten irgend 
eines Hyperbelpunktes bezeichnen; bekanntlich ist dann 
OM . M!>=OA .JC = c* 

oder wenn AM = x und MP = // gesetzt wird, 

(c -1- x)ff = c‘‘ woraus y = — j — . 

' ' C X 

Demnach ist die über der Strecke AM stehende Fläche AM PC 



y = x. M- , — • ««y, 

C-f X 

wo y den Winkel zwischen den Asymptoten bezeichnet. Die hier 
vorkommende Mittelgröfse bildet den Grenzwerth des Ausdrucks 



T r + -— , + + + 



'■ + r 



. 2x 



t 

— 1 )x ’ 



^ + \ 



n ' n ' n 

und kann leicht gefunden werden, wenn mm für den Augenblick 

- = I oder X = ci setzt ; der vorstehende Ausdruck verwandelt sich 
c 

dann in 



- H 1 H ^ 

/ i+- >+- 

' 'ft ' /i 



+ •• • + 



t 



« + 
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und hiervon ist der Grenzwerth 

Für die gesuchte Fläche ergiebt sich nun 

die Fläche V verhält sich demnach zur Fläche des Rhombus OACB 






wie zur Einheit. 

II. Die Cubatur begrenzter Volumina. Rings um die 
Achse der .r liege eine Fläche und es heifse F(.i) der Inhalt des 
Querschnittes, welchen eine im Endpunkte des .r normal zur .v-Achse 
gelegte Ebene mit der Fläche bildet; wenn nun F{.c) stetig und 
endlich bleibt von .r = 0 bis zu irgend einem individuellen Werthe 
des .r, SU umschliefst die Fläche nebst den beiden Querschnitten 
F(o) und l■{.c) einen körperlichen Raum von endlicher Gröfse, dessen 
Bestimmung wir uns zur Aufgabe machen. 

Um zunächst einen Näherungswerth für das gesuchte Volumen 
zu erhalten, denken wir uns die Strecke x in n gleiche Theile getheilt 
und durch jeden Theilpunkt eine Ebene normal zu x gelegt; hierdurch 
zerfällt das Volumen in n Schichten, von denen jede die Dicke oder 

Höhe - besitzt. Betrachten wir diese Schichten als Cylinder, deren 

Querschnitte der Reihe nach sind 



so giebt die Summe jener n Cylinder einen Näherungs werth 

S. = ’- [f)0, + a-(£) + .0) + . . . + 



Zufolge der Voraussetzung, dafs sich die Querschnitte stetig än- 
dern, kann die Differenz zweier benachbarten Querschnitte kleiner 
als jede beliebig kleine Fläche A gemacht werden ; letztere nehmen 
wir willkührlich und denken sie uns ringförmig um die einzelnen 
Querschnitte gelegt, einmal nach Aufsen (additiv), das andere Mal 
nach Innen (subtractiv). Im ersten Falle lassen sich über den um 
A vennehrten Querschnitten Cylinder von der gemeinschaftlichen Höhe 

- bilden, welche die Schichten des Volumens einschliefsen , mithin 

n 

gröfser als letztere sind ; im zweiten Falle erhält man zu kleine Cy- 
linder. Die in Abschnitt I. aufgestellten Ungleichungen bleiben nun 

Sebl6mi]eh tlgebr. Aualt.'i« drille Aufl. Q 
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dieselben, wenn man untei; ;i„, . y„-i die Flächen der einzel- 

nen Querschnitte, (inter v^, r,, »j, . . . die Volumina der Schich- 
ten und unter V das gesuchte Volumen versteht. Man gelangt da- 
her zu dem analogen Resultate 



f 'z=x . JIIFir) 

d. h. das Volumen ist das Product aus seiner Höhe in den 

« 

Mittelwerth aller seiner Querschnitte. Als Beispiele mögen 
die Flächen zweiten Grades dienen. 

Das Ellipsoid. Die Gleichung dieser Fläche ist bekanntlich 

© (f ) + G) = ’ ’ 

der Quersclinitt am Ende des x, senkrecht zur Achse der x gelegt, 
bildet eine Ellipse mit den Halbachsen 

- Va* — X* und - 

fl fl 

mithin ist die Querschnittsiläche 



— . 



bc 

h(x) = — (fl- 



Hieraus ergiebt sich 



bc 



y— xn 4H(fl* 
a' 



■ i-*}- 



bc 






uud diefs ist das Volumen einer Zone, welche längs der x- Achse 
die Höhe oder Dicke x besitzt. Für x = a geht V in das Volumen 
des halben Ellipsoides über; das Volumen des ganzen El- 

lipsoides ist daher = d. h. gleich dem Inhalte einer Kugel, 

welche das geometrische Mittel aus «, b und c zum Radius hat. 
Das einfache Hyperboloid, dessen Gleichung 

-er+ay+( 0 ’=' 

sein möge, wird von einer im Endpunkte des x senkrecht zu x ge- 
legten Ebene in einer Ellipse geschnitten, deren Halbachsen sind 

- y«’* -f- x^ und - y«* -I- X*. 

a ' « ' 



Diefs giebt 

r= X» ^ Ül(fl» -f X«) = « ^ (fl^x -f Jx>); 

in dem speciellen F alle x = a folgt hieraus , dafs die Zone von der 
Höhe n den nämlichen Inhalt besitzt, wie ein aus den Halbachsen 
n, b, r construirtes Ellipsoid. 

Das getheilte Hyperboloid. Verlegen wir den Coordinaten- 



i 
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anfang nach einem Scheitel der Fläche, so haben wir als Gleichung 
der letzteren 



Der Querschnitt am Ende des j: ist eine Ellipse mit den Halbachsen 

und - 1'2 «x~4- , 



mithin ist das Volumen einer Kappe von der Höhe x 

M{2,ix -f j:») = n ^ (ax» -f Jx»). 

Für a- = a erhält man / ' = abc wie beim Ellipsoid. 
Das elliptische ParaboloM hat zur Gleichung 




und der Querschnitt ist eine Ellipse mit den Halbachsen y'ibic und 
\2cx, daher 



ytc . ülfa) = Jt yTc . X». 

Der Inhalt der Kappe von der Höhe .c beträgt also die Hälfte von 
dem Volumen des umschriebenen elliptischen Cylinders. 

Das hyperbolische Paraboloid mag durch die Gleichung 




dargestellt werden. Sein Querschnitt ist eine Parabel, von welcher 
die ay- Ebene ein begrenztes Stück abschneidet; betrachten wir nur 
das über der .ry- Ebene liegende Volumen, so ist 

mithin 

y«3 

Man bemerkt leicht, dafs dieses Volumen dem Drittheil vom Inhalte 
des umschriebenen parabolischen Cylinders gleichkommt. 



§. 21. 

NHlierunjfweise Bestiuumui;< Ut*r Miltelwenhc. 

Wenn es nicht gelingen will, den Grenzwerth zu ermitteln, wel- 
chem sich der Ausdruck 

+ '■(;) + f/) + ■ • ■ + y-^)] 

bei unendlich wachsenden n nähert, so bleibt nichts übrig als die 
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wirkliche uumerisclie llerecbnuii" desselben. Letztere kann auf ver- 
schiedene Weisen ausgeführt werden, und um diese anschaulich 
zu machen, denken wir uns die Sache geometrisch, indem wir nicht 
den Mittelwerth sondern die ebene Fläche V=x . MF{x) 

berechnen, woraus .Ät/'(j:) immer wieder hergeleitet werden kann. 
Setzen wir wie früher 

i = d , F(0) = , V ^ = y, 

und benutzen das Zeiclien / um anzudeuteii, dafs zwei Gröfsen 
nahezu gleich sind, so haben wir als erste Nälierungsformel 

1 ) F f d(,Vo -f .V, -f- ,1/2 +.'/, + •••+ l/n-l ) , 

und hierbei werden nach §. 20, 1 die einzelnen l'iächenstreifen 
fo t ''11 • i'n-\ als Rechtecke betrachtet. Durch einzelne Bei- 

spiele von quadrirbareu Curven überzeugt man sich leicht, dafs die 
Formel nur dann eine erhebliche Genauigkeit bietet, wenn n sehr 
grofs genommen wird, und da hierin eine nicht geringe Unbequem- 
lichkeit liegt, so entsteht die Frage, ob sich nicht Formeln aufstel- 
len lassen, die eine raschere Annälierung gewähren d. h. schon bei 
mäfsigen 11 ein ziemlich genaues Resultat liefeni. 

Es erhellt nun unmittelbar, dafs man dem wahren Werthe von 
V näher kommen wird, wenn mau die einzelnen Streifen als Trapeze 
ansieht, was im Grunde darauf hinausläuft, einen kleinen Bogen mit 
seiner Sehne zu verwechseln. Bei dieser Berechnungsweise ist 

/' / d 4 - d 4 d ''»-rl" 4 . . 4 d 

•2' 2^ 2 

oder durch Vereinigung der gleichartigen Gröfsen 

2) ^ d( 4 . . . -^ 4 1 y„ ). 

Ein noch genaueres Resultat läfst sich dadurch erreichen, dafc 
man die Bögen, welche drei auf cinandci-folgeiide Ordinatenendpunkte 
verbinden, als Parabelbögcu ansieht und sich demnach die Fläche 
aus Sti'cifen zusammengesetzt denkt, welche für -sich betrachtet von 
Parabeln begrenzt werden. Zu einer für diese Voraussetzung gel- 
tende Formel gelangt m;ui auf folgendem Wege. 

Der Parameter einer gewöhnlichen Parabel sei c, die Scheitel- 
tangente zur x-Aclise und die Parabclachse zur (/-Achse genom- 
men; die Gleichung der Curve ist dann 




und Hie über der Abscisse r stehende Fläche 
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Wenden wir diefs auf die Figur an, worin CY die Parabelachse, C 
> 0 . der Scheitel und 

CL — X, LL' = L'L" = S 
sein möge, so haben wir 

Fläche (LP = ^ , 

ac 

Fläche CL'P" = 

ac 

mithin durch Subtraction der kleineren 
Fläche von der gröfseren 
Fl. LL'yP = + J + I 2 3:d + 8d^ 

äc ^ c 

wofür man schreiben kann 

Fl. = [i + 1 <* + 

Andererseits ist, wenn die Ordinaten LP, L’P', L'P'" der Reihe 

nach mit y,y\y" bezeichnet werden, 

X* , fx-4-d)^ „ (x-|-2d)“ 

= V = 

und vermöge dieser Gleichungen erhält die vorige Formel die elegante 
Gestalt 

Fl. LL"P"P= (y -|- 4i/ -|- //"). 

Um das gewonnene Resultat zu verallgemeinern legen wir durch 
einen willkührlichen Punkt 0 Pai'allelen zu OXundOF, betrachten 
dieselben als neue Coordinatenachscn und setzen 
0./ = a, on = b, 

OM = l, O.W'=£ + d, «,ir = £-|-2d, 

MP—rt, .1/7*' = V = r)". 

Zwischen den früheren und den jetzigen Ordinaten finden die Glei- 
chungen statt 

y = n — l>, y'=z:^i—b, y"=ri"—h-, 

ferner besteht die Fläche MM" P" P aus dem Rechtecke LMM"L" 
und der vorhin berechneten Fläche LL'P'P, mithin ist 

Fläche MM 'P'P = iSh -|- > J [t; — A -|- 4 (./ — A) -f y — b] 
und bei gehöriger Zusammenziehung 

Fl. M.\rfi'P — \b (i/ -f- .4»)' 4- n). 

Man kann diese Betrachtung leicht umkehren. Sind nämlich. ' 
drei Punkte P, P', P" duicli die Coordinaten ^ und 7 ;, | -|- Ä und ?/, 

I 2d und ij" bestimmt, wobei alle fünf Gröfsen willkührUch blei- 
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ben, so läfst sich durch jene drei Punkte immer eine Parabel legen, 
deren Achse parallel zu den Ordinattm ist. Als Gleichung dieser 
Parabel hat man nämlich 

c 

und da die vorstehende Gleichung richtig bleiben mufs, wenn man 
der Reihe nach A'=|, ^ 1 =»;, v\ setzt, so ergeben 

sich drei Bedingungsgleichungen, aus denen die Scheitelcoordinateri 
H und l> sowie der Parameter c bestimmt werden können. Hierin 
liegt folgender Satz: wenn durch die Endpunkte’ dreier, um je d von 
einander entfernter Ordiuaten tj, t;', r{' eine Parabel gelegt wird, de- 
ren Achse den Ordinaten parallel ist, so hat die zwischen ij und tj" 
enthaltene parabolische Fläche den Inhalt 

(jj -f + V')- 

Nach dieser Vorbereitung keimen wir zu der allgemeinen Auf- 
gabe der Berechnung von V zurück. Nehmen wir für n eine gerade 
Zahl, so können wir die Summe von je zwei aufeinander folgenden 
Streifen r„ und r, , und u. s. w'. näherimgsweis als eine pa- 
rabolische Fläche der vorigen Art betrachten und haben daiiu 

+ (y* + 4^3 + s*) 

+ +ye) 



-F id (y„_, 4y„_i + !/„) 

oder bei gehöriger Zusammenziehimg 

3) [vo -f + ^ (yi + ys + • ■ ■ +y--i) 

+ 2 (jTj ^4 -|- Ve + y»-i )]• 

In der Praxis ist diese durch erhebliche Genauigkeit sich aus- 
zeichnende Fonnel unter dem Namen der Simpson’schen Regel be- 
kannt. 

Um ein Beispiel zu haben , bei welchem sich die Gröfse der 
Approximation dii'ect beurtheilen läfst, nehmen wir 

y = F(x) = -^; 

die über der Abscisse x stehende Fläche ist dann 

= X . Ül ^ = arctan x 
1 -f-x* 

und speciell für x = i wird 

f = = 0,78639810 ... ' 

Die einzelnen Ordinaten sind für x = i 
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_ 1 _ i 

u. s. w. 



oder wenn wir n = lo, mithin d = jV setzen, 



y„ — i y^= 0,9900990, 

yio=‘’i3; 1/3 = 0,9174512, 

= 0,H , 

//, = 0,671 1 ’v09, 
//j, = 0,5524861, 



1/3 = 0,9615384, 
//3 = 0,8620690, 
V, = 0,7352940, 
i/j, =: 0,6097561, 



Zufolge dieser Werthe erhält man nach Nr. 1) 

^ A <.Vo + + .Vs "l" .'/s + • • • + .'/n) ' 

f 0,70998147, 

wa.s von dem angegebenen genauen Werthe noch bedeutend ab- 
weicht. Die Formel 2) giebt 

f f A i.i'Ji, + yi + + .Vs f • • • + y» + Ivio) 

? 0,78498147, 

WO schon eine bessere Übereinstimmung vorhanden ist. Mittelst der 
Sinipson’schen Regel findet man 

^ V A f.Vo + y 1 0 •+ '• (ff 1 + ffa + • • • + ff a) 

+ 2 (//j -J- ff4 + • • • + ff#)] 

/ 0,78539813, 

welcher Werth dem genauen Betrage sehr nahe kommt. 



Capitel V. 

Die unendlichen Reihen. 

§. 22 . 

Entstehung und EintheUang der uneiidliclieu Reihen. 

Bezeichnet <p{m) eine gegebene Function der willkührlichen gan- 
zen positiven Zahl m, so bilden die einzelnen Functionswerthe 
<p(0), »-(l), <p{‘2), qnts), . . . 9(/i — 1) 

eine sogenannte endliche Reihe, welche im vorliegenden Falle 
aus n Gliedern (Termen) besteht ; die Summe derselben erhält offen- 
bar verschiedene Werthe jenachdem manngröfser oder kleiner nimm t, 



Oigilized by Google 




88 Cap. V. Die unendlichen Reihen. 

sie ist daher eine gewisse Function von ti, welche /'(n) heifsen möge, 

nämlich 

/(«) = (p(0) 4 - + <P(2) + • . • + 9>(" — !)• 

Lassen wir jetzt die Gliederanzahl n in’s Unendliche wachsen, so 
wird die endliche Reihe zu einer unendlichen, und gleichzeitig 
entsteht die Frage nach dem Grenzwerthe, welchem sich /'(«) bei 
unendlich werdenden ii nähert. In dieser Beziehung sind nur 
zwei Fälle möglich ; entweder ist Lim /'(;/) eine bestimmte endliche 
Gröfse \ oder es ist keine derartige Gröfse. Im ersten Falle heilst 
die unendliche Reihe 

<P(0) -f + ‘P'21 -|- <p(.i) 

convergent und iV ihre Sumtne; im zweiten Falle nennt man die 
Reihe divergent, und selbstverständlich kann dann von einer 
Summe dei'selben nicht die Rede sein. 

In dem Vorigen liegt die ursprünglichste, wenn auch nicht im- 
mer anwendbare Methode zur Summirung unendlicher Reihen; ge- 
lingt es nämlich die Summe der v ersten Reihenglieder als Func- 
tion von n darzustellen, so bedarf es nur der Aufsuchung des Grenz- 
werthes, welchem sich diese Summe bei unendlich w'aehsenden n nä- 
hert. Ein paar Beispiele mögen das Verfahren erläutern. 

(I. Für <p{ni) = |3"* hat man folgende Gleichung 

= 1 -J- )3 4 + • • ■ + ß”-', 

wo es auf die Bestimmung von /./>« ß"^ ankommt. Ist nun ß ein po- 
sitiver oder negativer echter Bruch, so wird Um ß" = 0, folglich 

1) + + + ,-i<^<4‘- 

Für |3 = 4 1 ist die Summe der «-gliedorigen Reihe = w, mithin 
die Summe der unendlichen Reihe = "x;; für ß t beträgt die 
Sujnme der n- gliedengen Reihe mehr als w und wächst daher um 
so mehr in's Unendliche. Im Falle = — l ist die Summe der 
Reihe 

t — 141 — i4....4(— 1)"-' 

= 0 oder = 4*7 jenachdein n gerade oder ungerade genommen 
wird, und diese Summe nähert sich bei unendlich wachsenden n kei- 
ner bestimmten Grenze für |3 c — 1 wächst (I" in’s Unendliche 
und wechselt dabei fortwährend sein Zeichen. Aus diesen Bemer- 
kungen geht hervor, dafs 
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nur unter der Bedingung — i <C ß <. -h * einen bestimmten end- 
lichen Werth hat; die unendliche Reihe 

1 +(?' + 

convergirt daher , einzig und allein in dem Falle eines echt gebro- 
chenen ß und hat dann - ^3 zur Summe ; in jedem andern Falle 

ist die Reihe divergent. 

b. Setzt man in der leicht beweisbaren identischen Gleichung 
ß{ ß -{- 1 ) (|3 -}- 2) jh _OT_-- 1,) _ ß{ß -1-1) (|3 -f. 2) . ■ ■ ()3 -f m) 
f<( a -|- 1 J (o -f- 2) . . . (a -j- m — 1 ) o(n -|- 1 ) (o -|- 2) . . . (o -J- m) 

a — ß jä|f3 I) ()3 -{- 2t . ■ . ■ (I? -|- OT — I) 

^ B (« -j- 1) (B -}- 2) (b 3) . . . (o ^ m) 
nacheinander w = i , 2 , 3 , . . . (n — i ) und addirt Alles , so erhält 
man 

1) ^ ß(ß -f 1) 4 2 > (j3 -f- y / — 1) 

oc cr| a + l)(«-f 2).... (B-j-B-r I) 

= ß(ß 4- 1) _ ß(ß -i- \) iß + ^) 

a Lb -f- 1 '“(B -f 1) (ß -f 2)'' (B-f 1) (b + 2)(b-|-3)‘^ '’ 

ß(8± 0 (£+ 2) .^._. {ß + /> - 2) 1 

' (O -J- 1) (B -f 2) (b f 3) . . . (b 4 « — 1)J’ 

wobei die eingeklammerte Reihe n - l Glieder zählt. Bei unend- 
lich wachsenden « kommt es linker Hand auf den Grenzwerth von 

|3tM- 0 (M- 

b(b -f- I ) fB -j- 2j . r. . (b -f- n — 1) 

an, und da man augenblicklich übersieht, das für a = ß der vorlie- 
gende Bruch constant = I bleibt , so sind noch die Fälle ß 
und a (3 zu untersuchen , wobei b und ß immer als positiv vor- 
ausgesetzt werden mögen. 

Für ganze positive h und }; sowie für ein positives x gelten die 
bekannten Ungleichungen (§. 7, No. 6) 

(^1 -f > 1 I und ( 1 -f x)‘ > t -f Xa- ; 

zieht man in der zweiten Ungleichung die A" Wurzel und bildet al- 
lerseits die reciproken Werthe, so ist auch 



1 




Hieraus folgt für x = 



|3 -f- Bl ’ 



wenn «z> ß und ß -\- m positiv ist, 
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f ß + »> 




f ß-i-"' 




1 ^«4-"'^' 


1,|3 4- » 1 4 - ^ — |S)J 



Die bisher willkührlichen ganzen positiven Zalilen h und k wählen 
wir jetzt so , dafs 

h'.tt — ß und k " — 5 
— P 



oder 




und A-(« — P) = 1 



^ ß 

ist ; die vorige Ungleichung wird nun stärker, wenn man — - ^ durch 

n 

die gröfsere Einheit und X(« — ß) durch die kleinere Einheit ersetzt, 
es ist also 



( ^ ^ ?. +j" ^ '"_V 

V(J 4- m -{- I J ^ n -j- Vl^ + "> + '/ 

Wir nehmen hier der Reihe nach /» = 0 , 1 , ‘J, 3, . . . — 1 ) und mul- 

tipliciren alle entstehenden Ungleichungen; diefs giebt 



( 


ß(ß + 1)0^4- 2) ■ 


. (/3 4~ » — < 1 


r i_V‘ 




1 «(o 4- 1 ) (« 4" 2) • 




Kß 4- «; ' 



Bei unendlich wachsenden « ändern sich h und k nicht, dagegen wird 

ß 

Lim ■ = 0 mithin 

ß + n 



2) Lim +JJi^ + + ' ) 

wobei die Bedingung « ^ |3 ;> o fcstzuhaltcn ist. 
man nun als Summe der unendlichen Reihe 



= 0 , 

Aus No. 1) erhält 



^ ^ ^ I W 4. 

a — ß n -|- 1 "T (« 4- 1 ) („ -j- 2) (n -f I j (« 4- 2) .3) ' 

oder auch, wenn mau beiderseits die Einheit hinzufügt und « = n — i, 

ßz= b setzt 

" — t 1 _L * 4_ *1 I ~l~ 0 (* 4~ I 

^ (I — b — 1 •"ff*'” a{a 4" ' j "C" 4" * ) 1“ 2) 

a — l > * > 0. 

Der zweite Fall « C j? kann sehr leicht auf den ersten zurück- 
gefilhrt werden, indem man die Gleichung 

|3(iS4- 1)... 0?4 -// — I) ^ 1__ 

“(“ 4" I) • • • t« 4“ " — I ) «f« 4" I )•••(“ 4” " — * i 

4 - » - •) 
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beachtet; wegen niihert sieli der im Nenner rechter Hand ste-“ 

hende Bruch der Grenze Null, der ßnicli linker Hand wächst daher 
iu’s Unendliche und es \vird 

M+_L) 4 _ 4. . . . . 

(o -f 1 ) (a -f- Z) (o ^ 1 ) (« -f- 2) (« 3) ' ■ ■ ■ ■ 



OC : 



»+ « 



«> 0 , 



ebenso auch 
4) 



^ ^ * 4 - + ’} 4 4 

> y. L « ^ ' y.( « _L I "i /■„ tj k ^ ’ 



«(ff "(" + 0 (" + 

A > tf — 1 > 0 

Unter der Voraussetzung, dafs « — l und b positiv sind, convergirt 
oder divergirt also die Reihe 



5) 



1 _i_ * 4_ 1) , *(/' 

«(« -f- I ) ‘ »(a -| 1 ) (n -j- 2) 



jenachdem a — 1 mehr oder weniger als h beträgt. 

Der noch übrige dritte Fall a — 1 = A oder « = |3 verlangt eine 
besondere Untersuchung, weil daun die Gleichung 1) übergeht in 

J 4 .. 

-|- 2 ‘ o ^ ^ n " — •- 

woraus sich die Summe der Reihe nicht finden läfst. Setzt man 
dagegen in der aus §. 1(3, No. 3) bekannten Ungleichung 



o=^o[ 

L“ + 1 ^ « 

mmc 
§. 10 



;]■ 



z = -j- ^ — , so erhält man zunächst 
A -(- «> 



/(A m) — ßb m — 1) > Y^^Tn >''(* + "' f ') — A* + <”) 

mithin für /« = t , 2, 3 , . . . (n — 1 ) luid dmch Addition aller Unglei- 
chungen 

6; /(A -f « — I) — /A 

^ ÄipT + 342 + Äf3 + A 'I ' n — 1 ^ 

/(A -j- ”1 — 4 * )• 

Hieraus ersieht man sofort, dafs 

Ä 4 1 + A 42 A 4 3 + 

wird mithin auch 



, A , b.b 

' + A 41 + /T 42 ^ b 41 + • • ■ = ^ 

ist. Die in No. 5) erwähnte Reihe divergirt demnach in dem Falle 
a — 1 = A oder a = A 4 1 . > 
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§. 23 . 

Das Princip tler Rcilionv^'r^lcichiing. 

Die im vorigen Paragraphen benutzte Methode zur Bestimmung 
der Summe einer unendlichen Reihe kann nur selten angewendet 
werden, und es wird sich im Verlaufe unserer Untersuchungen öfter 
zeigen, dafs es gewöhnlich viel leichter ist, eine Summenformel für 
die ganze unendliche Reihe als für ihre n ersten (ilieder aufzustel- 
len. Wird nun eine unendliche Reihe gegeben und die Aufgabe ih- 
rer Summining gestellt, so inufs erst die Vorfrage erledigt werden, 
ob die gesuchte Summe überhaupt existirt, denn aufserdem liefe man 
Gefahr, viel Zeit und Mühe an die Auffindung einer Gröfse zu ver- 
schwenden, die sich gar nicht bestimmen liifst. Xach dem anfangs 
Gesagten ist jene Vorfrage meistens nicht direct beantwortbar, m?in 
mufs sich daher nach auderweiten Kennzeichen umsehen, mittelst 
' deren die Convergenz oder Divergenz einer unendlichen Reihe beur- 
theilt werden kann. 

Eine der Convergenzbediugungen ist leicht zu bemerken ; sie be- 
steht darin, dafs jedes Glied der Reihe 

'^0 ' 1 ^^3 1 ^4 , . . . . 

gröfscr als sein X.achfolger sein und dafs diese Abnahme in’s Un- 
endliche fortgehen d. h. Lim //„ = 0 sein mufs. Denn wären alle 
.Glieder gröfscr als eine angebbare Zahl t, so hätte man bei positi- 
ven Gliedern 



"o + " 1 "f' "s + "s + • • • ^ ‘ ^ • 

und da die Summe der rechter Hand vorkommeuden Reihe jede end- 
liche Zahl übersteigt, so findet dieselbe Eigenschaft links um so mehr 
statt d. h. die Reihe, «„ -f «2 -|- etc. divergirt. 

Obschon die genannte Bedingimg nothwendig ist, so erweist sie 
sich, wenigstens bei durchaus positiven Gliedern, doch nicht als aus- 
reichend, wie man leicht an Beispielen sehen kann. Für 



I 



ist zwar 



\'-i 



1 



1 



Lim II = Lim - ^ = 0 

V« 

aber gleichwohl divergirt die unendliche Reihe 

-L4-J=4.JLj.-JLj_ 

y i ^ Vs ^ V4 ' 
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Denn bezeichnen wir mit >S'„ die Summe ihrer n ersten Glieder, so ist 

\ n ] n \n 

d. h. 

^ " -7^ ofißr V " > 

V" 

woraus Lim = cx>, also die Divergenz der genannten Reihe folgt. 

Ein zweites Beispiel der Art bietet die sogenannte harmonische 
Reihe 

l + i + i + l + i + — 

Zufolge der Ungleichung 6) im vorigen Paragraphen liegt nämlich 
die Summe 

s + i + i + • • • + - 

zwischen /« und /(« -f" " — 1 daraus erhellt sofort die Diver- 

genz der erwähnten Reihe. 

Erscheinungen dieser Art weisen darauf hin, dafs es zur Con- 
vergenz solcher Reihen, die nur positive Glieder enthalten, noch an- 
derer Bedingungen bedarf als der uucudlichen Abnahme der Reihen- 
glieder. Um diese Bedingungen zu entwickeln, benutzen wir das fol- 
gende unmittelbar klare Princip: „wenn die beiden Reihen 

U) + '1 + ^ + '3 + • • ■ 
und 

"0 + "j + «3 + ■ • • 

aus nur positiven Gliedern bestehen und man schon weifs, dafs die 
erste derselben corrvergirt, so corrvcrgir"t die zweite ebenfalls tmd 
zwar stärker, wenn 

j /| , t ^ etc. 

divergirt dagegen die erste, so ist diefs um so mehr mit der zwei- 
ten der Fall, wenn die Ungleichungen 

Wy , u ^ etc. 

statt finden.“ So erkennt man z. B. augenblicklich die Convergenz 
der Reihe 

!___ 4. ! I L_4_ 4- 

2» -f I T 2* ^ 1 1- ,^3 -l_ , -r • • • 

weil ihre Glieder kleiner sind als die der folgenden 

l.l.l.,.. 

21 ' 2* ^ 2“ ' 

welche convergirt itud die Einheit zur Summe hat. 
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Das soeben aufgestellte Prindp ist noch einer Erweiterung fä- 
hig, wenn man bemerkt, dafs eine convergentc unendliche Reihe und 
eine endliche Reihe zusammen wieder eine convergentc Reihe bil- 
den, und dafs ebenso eine divergente Reihe mit einer endlichen Reihe 
vereinigt eine divergente Reihe giebt. Wäre nämlich, wenn auch 
nicht von Anfang an, «„ «C C / , etc., so doch, wenigstens von 

einer bestimmten angebbaren Stelle au, 

l'k >k, "k+l <C ^*+1, "k+‘2 >k+i, . . . 

so convergirt die Reihe 

Uk -|- «i+i «t+j 

wenn dasselbe mit der Reihe 

h -f- h-k-\ h-k-i -!-••• 

der Fall ist, und wenn man die endliche Summe von i/j. -|- 1 -|- etc. 

mit der endlichen Reihe iit-\ vereinigt, so folgt, 

dafs jetzt auch die Reihe 

"a "F "i ■}' "a “l" • ■ ■ "f" "t-i ”1“ "k -j- "*+i -f- • • • 
convergent ist. Ebenso leicht kann man sich überzengen, dafs diese 
Reihe divergirt, wenn von einer gewissen Stelle an n* !> it, ^ 
;> ti+i etc. und die Reihe tk -f /i+i -}- etc. eine divergente ist 

Zu einer anderen für die Anwendung bequemeren Ausdrucksweise 
dieses Principes der Reihenvergleichung gelangt man durch folgende 
Schlüsse. Es sei 



’ !k ' lk+\ 

so findet man sehr leicht 

U+\ = h • 



h+i 

'k+2 



= l. 



fk+2 = tk+\ . = tk . 

lk+3 = fk+2 ■ ^3 = 4 • 

u. s. w. 



mitliin 

2) 4 4+1 -|- 4+2 -|- 4+3 -!-••• 

= 4(1 -|- 

Bezeichnet man entsprechend wie folgt 



. 3 ) 



«t+a 



= t‘i 



t2k + 2 
"t+l 



= 



»k+2 



+ t*3l 



SO' ergiobt sich durch dieselben Schlüsse wie vorhin 

4) >‘k -f '0 + 1 -f- l2k+2 “f- "t+3 ”!■••• 

= "k (I -f fl + f if2 + fifafs -4- • ■ ■) 

Wenn nun zwischen den mit g und A bezeichneten Quotienten fol 
gende neziehuiigeu statt finden : 
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^ , Pjj ^ ig , p j ^ ^3 > • • • 

SO ist auch PiPgPj cA,Ajij u. s. f., ferner 

* "I" ^1^3 ■}■ "!■••• 

d. L vermöge der Gleichungen (2) und (4) 

(«i 4 “*+i + "i+'i + «*+i + • • •) 

«Ir 

•< ^ ('* 4 '*+1 4- h+i + /*+3 + . • •) 

oder durch beiderseitige Multiplication mit 

4“ “*+i "1“ “*+* “*+3 4” • • • 

<C {Ik -|- ^l+l -|- Ik-ki l'k+3 ■!-••■ 

Im Fall die Reihe <o 4~ ^ 4- etc. convergirt, ist die Summe von 

h-f- fk+i 4- ^+* + efe. eine endliche Gröfse, und da jetzt rechter 
Hand in der obigen Ungleichung eine endliche Gröfse steht, so mufs 
die Summe von w* 4" "*+i4' ’'*+*4- etc. ebenfalls endlich sein; das- 
selbe gilt dann auch von der Reihe 4“ "i + *'2 4" • • v welche 
also unter den gemachten Voraussetzungen convergirt. Setzt man 
, für die Gröfsen i und p ihre Werthe aus 1) und 3) , so gehen die 
Ungleichungen 5) in die folgenden über: 

etc. 

r* «*+i /*+! 

und es läfst sich nunmehr folgendes Theorem aufstellen: 

Aus der Convergenz der Reihe 

'0 + + ^2 + '3 4- • • • 

folgt die Convergenz der anderweiten Reihe 

“0 4- "i 4- "2 + "3 4- • • • 

sobald der Quotient ; i/„ von irgend einer be- 
stimmten Stelle an kleiner bleibt als der entspre- 
chende Quotient : /„. 

Durch ganz ähnliche Schlüsse wie vorhin überzeugt man sich 
von der Richtigkeit des analogen Satzes: 

Aus der Divergenz der Reihe 

Q 4” '1 4- ^ 4- Q 4- • • • 

folgt die Divergenz der anderweiten Reihe 

"0 4- "1 4- "2 4- "3 4- • • • 

sobald der Quotient h„, : h, von irgend einer be- 
stimmten Stelle an gröfser bleibt als der entspre- 
chende Quotient 
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Von diesem wichtigen Doppelsatze wollen wir nun die haupt- 
sächlichsten Anwendungen vornehmen; sie bestehen darin, dafs wir 
die gegebene Reihe 

«0 + ".+"« + “3 • 

mit Sülchen Reihen vergleichen, deren Convergeuz oder Divergenz 
bereits entschieden ist. 



§. 24. 

Vergleichnnj? einer beliebigen Reihe mit »ler i;eunietri&chcu Progression. 

Von derjenigen Reihe, welche entsteht, wenn man eine geome- 
trische Progression in’s Unendliche fortsetzt, nämlich 

1) 1 + ^ H + /S» 4 - • 

kennen wir nach §. 22 die Bedingimgen der Convergenz oder Diver- 
genz; jene tindet für |S <; 1 , diese für ß l statt. Wenden wir das 
am Ende des vorigen Paragraphen entwickelte Theorem hier an, indem 
wir die Reihe 1) an die Stelle der dortigen Reihe /„ -f etc. 

setzen , so ist : /„ = ß“*' : ß" = (3, mithin convergirt die Reihe 

2 ) «u + "1 + "i + "3 + • • ■ • 
sobald von einer bestimmten Stelle an die Ungleichung 

«i 

statt findet und zugleich die Reihe 1) convergirt d. h. jS c l ist; 
die Convergenz der Reihe 2) wird also durch die Bedingung 



bestimmt. 

chung 



"ijM 



< 1 



Auf ganz analoge Weise ergiebt sich, dafs die Unglei- 



iii 

für die Divergenz der Reilie entscheidend ist. Die Reihe 2) couver- 
girt oder divergirt also, jenachdem der Quotient w„+, : von einer 

bestimmten Stelle « = k an kleiner oder griifser als die Einheit bleibt. 

Zu einer für die Anwendung bequemeren Ausdrucksweise die- 
ses Satzes fülu't folgende Bemerkung. Es heifse « der Grenzwerth, 
w'elchen sich der Quotient bei unendlich wachsenden « uä- 

heil, d. h. es sei 



Lim = o; 

«» 

wir unterscheiden dann die beiden Eälle a c 1 und l. Wenn 
o c 1 ist, so denke man sich zwischen a und 1 den beliebigen ech- 
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tcH Bruch ß eingeschaltet (u ß <. i); der Quotient ii^, : nä- 

hert sich dann einer Grenze, welche unter ß liegt, und diefs ist 
auf keine andere Weise möglich, als dafs jener Quotient von irgend 
einer Stelle // = ^ au kleiner wird und kleiner bleibt als ß. Die 
Bedingung (f/i+i ; a*.) <; (5 <; 1 kann also durch die Bedingung 

0 c 1 vertreten werden. Im Falle « ;> i denken .wr uns zwischen 

1 und tt den unechten Bruch ß eingeschaltet i); der Quotient 

“ii+i • "n nähert sich dann einer über ß liegenden Grenze und mufs 
folglich von einer bestimmten Stelle « = A an gröfser als ß bleiben ; 
die Bedingung («*+i ; "n) > |5 > t kann mithin durch « > l er- 
setzt werden. Diefs zusammen giebt den Satz: 

Die unendlicbe, aus nur positiven Gliedern beste- 
hende Reihe 

"o + "i + "s + “3 + • • • • 
convergirt oder divergirt jenachdem 

Lim "^±‘ 

"n 

weniger oder mehr als die Einheit beträgt 
Einige Anwendungen dieses Theorems sind folgende, 
o. Die gegebene Reihe sei 

^ 

^ 2 ' 1.2.3 

wobei und .r als positive endliche Gröfsen betrachtet werden ; man 
hat daun 

„ — ^(^ 4- 1) + « — < ) _« „ _ M/^ + D - - 

1.2....«' ’ 1 .2...(«-t-l) ’ 

X = Ti X 

«4-» l _ 

A»>«""±l = x, 

"n 

mithin convergirt die Reihe für .r < l und divergirt für x > 1 . 
h. Es sei ferner, .r als positiv vorausgesetzt, die Reihe 



, + 1 -f X» 4- +11 

’ 1 “ 1 . 2 ’ - - 



+ 1 



*+r + TT2 + r 

zu untersuchen. Hier ist * 



2. 3 



+ 



1 .2.3 

Lim 



« 



1 .2. 3 ...(«-}- 1)’ 



i-im — j—r = 0; 

die Reihe convergirt demnach für jedes endliche bestimmte .r. Es 
ist nicht überflüssig, sich hiervon direct zu überzeugen, weil es für 

SchlftmUcb Alf«br. Aaa1}«U dritte Aq6. 
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den ersten Anblick scheinen könnte nls divergirte die Heihe bei eiui- 
germaafscni grofsen .c wie t. b. für x = in, wobei sie ziu- folgen- 
den wird 

. . . öon . 

,4,04504 . 

*■> . 

dafs hier trotz der aufauglieben Zunaliiue der Keiüenglieder später 
doch wieder (ionvergeuz eintritt, kann man auf folgende Weise sehen. 
Aus der füi- </ > h geltenden l'ngleichung 

f < oder [« — mit! — ‘<4* 

a — h ‘ 

ergiebt sich für « = »« 4- 1 , b = m 
(»n-f I 

oder 

setzt man /« = 1 , 2, 3 , . . . - 1) und multipUcirt alle entstehenden 

Ungleichungen, so folgt 

/t* <2« . .3“ . 4' 
und 

< 



I .3.3... A 






Die willkührliche ganze positive Zahl /. wählen wir so, ilafs V A > -r 
oder A>jr- ist, und zerlegen die ursprünglich gegebene Reihe fol- 
gendermaafseu , 



,2.3...'(A'— 1) 



+ f + 772 + •• •+ r.! 



+ • 



"^1.2. . . A i . 2'. . . VA 4- 1 ) "^ 1 . 2'.'. . (A -f 2) 
der erste Theil ist eine endliche Reihe und hat eine endliche Summe; 
der zwaite llieil beträgt weniger als 

d. h. weniger als die Summe einer geometrischen Progression, die 

nach Potenzen des echten Bruches . fortschreitet. Die Reihe 4) 

VA 

convergirt also von der Stelle k>x^ an stärker als eine geometri- 
sche Progression. 
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;■>) 



c. Die gegebene Reüie sei 



I 1 ^ + y 1 2jr)* 

' 1 ' 1.2 



(x + 3,y)» 

1.2.3 ’ 



wobei X und y als positive endliclic Gröfsen vorausgesetzt werden. 
Hier ist 



“m+1 



_ (x 4- ni/)' (x -4- (« -f 1 ] y)"+‘ 

~ 1 .2... H ' . ~ i 72 .‘3'. . . (« -fl) ’ 



(5+/4+y)"*‘ 
t» + 1) + «y)" V" + ' 



+ ^) 0 +x-T-»y) ’ 



im zweiten Factor setzen wir 



und erhalten 




also 



n 



X 




-1 — - 



> [o+y™] 

mithin durch Übergang zur Grenze für gleichzeitig in's Unendliche 



wachsende n und m 



Lim = uf. 

Demnach convergirt oder divergirt die Reihe 5) jeuachdem y weni- 
ger oder mehr als ^ beträgt. 
d. In der Reihe 

6) 1-|-lx-fl.2x*-fl.2.3xä-f-1.2.3.4x<-f 

ist 



und der Grenzwerth hieiwon wird unendlich für jedes von Null ver- 
schiedene X. Wenn also die Reihe existirt, so divergirt sie auch 
und zwar stärker als eine geometrische Progression ; denn nach dem 
Früheren ist 

i .2.5... *x* > (x f /.' f , 

und sobald x\ k grüfser als die Einheit geworden ist, divergirt die 
Reihe stärker als die folgende 

(x f/ )‘ +(x|T)*+' -I- (xf^f+J-f ...., 
wovon man sich durch eine ähnliche Betrachtung wie bei dem zwei- 
ten Beispiele leicht überzeugen wird. 

Die vorigen Anwendungen lassen erkennen, dafs die aufgestellte 
Regel zu einer sicheren Entscheidung über die üonvergenz oder 

7* 
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Divergenz einer gegebenen Reihe führt, sobald LD« («„,:«,) weni- 
ger oder mehr als die Einheit beträgt In dem Falle Lim («^ : u^) 
= 1 hört dagegen die Anwendbarkeit des Tbeoremes auf, denn der 
Xei’v seines Beweises liegt darin, dafs von einer bestimmten Stelle 
n = k ab der Quotient : «„ kleiner oder gröfser als die Einheit 
bleiben mufs; diese Voraussetzung findet nicht mehr statt, wenn 
jener Quotient die Einheit selber zur Grenze hat, und es kann da- 
her im letzteren Falle die Rcilie ebenso wold convergiren als diver- 
giren. Hierdurch sind wir genüthigt, uns nach weiteren Kennzeichen 
der Convergenz und Divergenz umzusehen. 

§. 25 . 

Weitere Bftrachtun(;ei] Uber die Couver^eiiz iiud Divergenz der Reihen. 

Da wir sämmtliche Glieder der vorgelegten Reihe 

"o + "i +"s +"4 +• •• 

als positiv und als successiv abnehmend voraussetzen, so finden of- 
fenbar folgende Beziehungen statt: 

«0 ="o 
'lu ^ =ziu^ 

< 2//„ -f 2«3 

8a, < 2«, -f 2«5 -f 2«,, -f 2«, 

I6«,5 <2tf„ -f 2«„ -f 2«,o + •••+ 2a,s 
u. s. w. 

deren Fortschrittsgesetz leicht zu übersehen ist. Durch Addition 
derselben ergiebt sich 

1) «„ + 2«i -f 4«3 -f 8«, -|- 16«, 5 -f- . . . 

<2(«„ -f «I -j- «, -f «s + •••) — «0 
Wenn nun die ursprüngliche Reihe «„ -f- «j -f etc. convergirt 
so ist ihre Summe eine endliche Gröfse und mitliin steht rechter Hand 
in No. 1 ) gleichfalls eine emlliclie Gröfse; um so mehr ist diefs 
ünker Hand der Fall, und es folgt daraus, dafs^ die abgeleitete Reihe 
-|- 2h, -|- 4/(3 -f etc. convergirt, wenn diefs mit der ursprünglichen 
Reihe »<„-}-«, -|- «^ -f- etc. der Fall ist. 

Durch Division mit 2 und nachherige Addition von |Ug kann 
man der Ungleichung 1 ) auch die folgende Form geben: 

"0 + "1 + “s + "3 + “i + • • • 

> i«o + i<"o + 2«, -h 4«3 -f- 8«, -f . . .) 

Ist hier die abgeleitete Reihe divergent, so mufs ihre Summe we- 
gen der positiven Glieder unendUch wachsen, um so mehr mufs 
dann die Unks verzeichnete Reihe eine unendlich wachsende Zahl zur 
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Summe haben, also divergiren; d. h. aus der Divergenz der abge- 
leiteten Reihe folgt die Divergenz der ursprünglichen Reihe ; diefs ist 
die Umkehrung des vorigen Satzes. ' 

Ferner gelten offenbar folgende Beziehungen: 



-f«, 

^“3 > “3 + «3 + “s -f “« 

«"- > “7 + "3 + «9 + • • • + “j 4 
u. s. w. 

aus denen durch Addition folgt 

2) «0 2 u, 47/j Su . -f- 16(/j5 . 

^ "0 + + "3 + ".1 + "4 + • • • 

, Diese Ungleichung führt auf der Stelle zu den beiden Sätzen: 1) 
wenn die ursprüngliche Reihe divergirt, so ist diefs um so mehr mit 
der abgeleiteten Reihe der Fall, und 2) aus der Convergenz der ab- 
geleiteten Reihe folgt die Convergenz der ursprünglichen Reihe. 

Fassen wir die vier gewonnenen Sätze zusammen, so haben wir 
das elegante Theorem: 

Die beiden unendlichen Reihen 



“0 + “1 +“ä + “3 + «4 + ■•• 



und 



"0 + 2«! -f-8«, 16«, 5 

sind entweder zugleich convergent oder gleichzei- 
tig divergent. 

Um also die ursprüngliche Reihe auf ihre Convergenz oder Diver- 
genz zu prüfen, braucht man nur die abgeleitete Reihe zu unter- 
suchen ; die Bedingungen für diese gelten zugleich für jene. 

Eine bemerkenswerthe Anwendung hiervon ist folgende; es sei 



1 



«j = — , u. s. f. 






so sind die beiden in Rede stehenden Reihen 



“o+“, +«3+"9+- - 

-+-+-+-+• 
1 ?» 3 « ' 4 /* 



und 

“0 + 2“i -1-4"9 +8 “t + <6“is + • •• 

= 1 -f 2‘-i“ -I- 4»-'* -I- B»-!“ -I- 16'-#* -f . . . 
Giebt man der letzteren die Form 

( ^ 2‘-'* -f + (2'-^*)’ 
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SO erkennt man in ihr eine geometrische Progression; zur (Konver- 
genz derselben ist nöthig, dafs 

= <1, d. h. 1 

sei ; in jedem andern Falle divergirt sie. Nach dem obigen Theoreme 
ist nun auch die Reihe 



3) 



1^* 2^* ä'* i'* 



convergent für (i >• l und divergent für i. Hieraus erkennt 
man z. B., dafs von den vier Reihen ^ , 

3» ^ 4» 



h + 



+ h +■••• 



1 



‘ |_ A i_ .J i_ ! _j_ 

1 yr ^ s V * ^ 3 1 3 4 yi ^ ’ 

V» ya 1 3 ^ y4 ^ 

I + i + i + i + • • • 

die beiden ersten convergiren, die übrigen dagegen divergiren. wäh- 
rend bei allen Lim ; «„) = i ist. 

Als zweites Beispiel neluiien wir die Reihe, welche entsteht, wenn 
_ I _ _ 1 

' “ 2(i2)“' ““~3(A3)/'’ 

, gesetzt wird, wobei die Basis der mit L bezeichneten Logarithmen 
die Zahl 2 sein möge, mitldn Li = i , Li = 2 , Ls = 3 u. s. w. ; die 
beiden in dem allgemeinen Theoreme vorkommenden Reihen sind jetzt 

4) 



«ü = ®. 



-- + -f - A- ^ J . 

2(Z2>“ 3(/.3)'* i(Lir 5(/.5)“ ' 



und 



< + - + -+- + 

2'* S'* 4P 



Die letztere Reihe ist mit der in No. 3) untersuchten identisch, mit- 
hin convergiren und divergiren 3) und 4) unter ganz gleichen Be- 
dingungen. 

Für ein drittes Beispiel sei 

I _ 1 _ 

4Z4(ZZ4)“’ 

die beiden zu vergleichenden Reihen sind in diesem Falle 

5) y ‘ y.... 

4/-4(/-Z4)“ hLb\LLb)^ SL6{^LUf 



"o=“l="2=®. “3 = 
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and 

h h h 

2(Z,2>“ 3(A3)^* (iUr 

deren letzte mit No. 4) zusaninienfällt. Die Reihe 5) convergirt und 
divergirt daher gleichzeitig mit den Reihen 4) und 3). 

Nimmt man für ein weiteres Beispiel 

_ _J 

’ ~8 £8 ££8 (_LLLSf' ~ 9 £9 ££9 (£££9)'“’' “ 

SO wird die abgeleitete Reihe identisch mit No. 5) und daher gelten 
für die Reihe w, -f- "» + etc. die nämlichen Bedingungen der Con- 
vergenz und Divergenz wie für die Reihen .ö), 4) und 3). Durch 
Fortsetzung dieser Schlüsse gelangt man überhaupt zu dem Satze, 
dafs die Reihen 

,1+d ' 2i+/j ' 31+1* ~ ,','+d * ’ 

1,1,1 , 

2(£2)' + f^ 3(£3)' + i* 4(£4)'+^'‘ 

1 L ! L A L 

4 £4 (££4)'+f^' 3 £3(££.4)'+f^ 6 £6 (££6)'+<* 

u. s. w. 

für jedes positive, die Null übersteigende ß gleichzeitig convergiren, 
dagegen für jedes andere ß gleiclizeitig divergiren. 

§. 2Ü. 

Fernere Kenienvertrleirhiin^en. 

Nachdem wir diuch die vorigen Betrachtungen zu neuen Reihen 
gelangt sind, für welche die Bedingungen der Convergenz oder Di- 
vergenz feststehen, können wir wieder das in §. 23 auseinander ge- 
setzte Princip der Reihenvergleichung benutzen, indem wir statt der 
Reihe <0 + ^ + ctc. die eine oder andere jener neuen Reihen 

nehmen. Vergleichen wir z. B. die Reihe 



r 2»* 3^‘ ’ 4" 

mit der allgemeinen Reihe 

1) "1 + “a + "3 + «4 + 

so folgt aus 23 unmittelbar, dafs die vorliegende Reihe convergirt, 
wenn von einer bestimmten Stelle an 

2) C { — A-t Y und zugleich f* > 1 
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ist, daüs hingegen die Reihe 2) divergirt, wenn von einer bestimm- 
ten Stelle an 

3) zugleich (i C 1 

ist Zu einer bequemeren Form dieser Regel gelangt mau durch 
folgende Betrachtungen. 

Für unendlich wachsende « sei 

4) 4, 

SO können, wenn nicht gerade l'= 1 ist, die Fälle i > l und i < 1 
unterschieden werden. Unter der Voraussetzung i > 1 denken wir 
uns zwischen 1 und l eine beliebige Zalil g eingeschaltet, so dafs 
i>f*> 1 ist, und betrachten g als den Grenz werth, welchem sich 
das Product 



*[--(4-)'] 

bei unendlich wachsenden n nähert (§. 9 Formel 2). Statt der 
Ungleichung 1 > f» haben wir jetzt die folgende 

- K- - ^;)l >"-!"[■- (4 t)1 

und daraus geht hervor, dafs von einer bestimmten Stelle an 

sein mufs, weil sonst das erste Product sich nicht einer Grenze na- 
hem könnte, welche vorausgesetztermaafsen mehr beträgt als der 
Grenzwerth des zweiten Productes. Die so eben erhaltene Unglei- 
chung liefert 



Vi < r ” V 



während gleichzeitig g > i ist ; die in No. 2) verlangten Bedingungen 
sind also erfüllt, wenn i > i ist und g willkührlich zwischen K und i 
gewählt wird. 

Im zweiten Falle A < 1 schalten wir wiederum f» zwischen k und l 
ein, es ist dann A < g < t. Ferner denken wir uns f» auf dieselbe 
Weise wie vorhin als Grenz werth, so dafs die Ungleichung A < p 
durch 

4,, j , < t,, j , _ (4-)']j 

ersetzt werden kann. Bei hinreichend greisen n muls hiernach 
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sein, woraus folgt 




während gleichzeitig p < l ist ; die in No. 3) aufgestellten Bedin- 
gungen sind demnach erfüllt, wenn ^ weniger als die Einheit be- 
trägt. Diefs Alles zusammen giebt folgenden Satz: 

Die unendliche, nur positive Glieder enthaltende 
Reihe 

"» + “i + "s + "3 + 

convergirt oder divergirt, jenachdem der Ausdruck 

■ -'i:')] 

mehr oder weniger als die Einheit beträgt. 

In Verbindung mit dem Theoreme des §. 24 reicht der obige 
Satz meistens aus, um die Convergenz und Divergenz einer Reihe 
vollständig zu entscheiden; einige Beispiele werden diefs zeigen. 

Die gegebene Reihe sei 

r T 2 ■ T' 2T1 ■ T ^ r.! ■ T ' ’ 

man hat dann, wenn «„ für Null gerechnet wird, 

_ 1 . 3 . 5 (2n — 3) X*“-' 

“* — 2,. 4 . eTT. . (2 ä — 2) ■ 2« — 4 ’ 

_ 1 . 3 . 5 . . . (2» — 3) (2n — 1) x*"*' 

"«+1 — ä . 4 . 6 . . ~(ür— 2 ) 72«) ' in -f 1 ’ 



2 » ( 2 « 1 ) 




der Grenz werth hiervon ist x', mithin convergirt oder divergirt die 
Reihe 5) jenachdem der absolute Werth von x ein echter oder ein 
unechter Bruch ist. Um den noch übrigen Fall x> = 4 zu erledi- 
gen, berechnen wir das Product 




der Grenzwerth desselben ist | > l , mithin findet auch für x* = 4 
die Convergenz noch statt 
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Als zweites Beispiel diene die sogenannte hypergeometrische 



Reihe 

6 ) 



«(«+ 1)^(^ + 



- + . . . 



\ x4- 

' I y ' 1 . ä y(y -f- 1 

« (« 4- 1) ( u -f 2 ) ß(ß-{- 1 ) (^-f- 2) 

I . 2 . 3 y(y -f >) (y + 
worin «r, ß, y, X positiv sein mögen. Hier ist 

“»+1 _ ( « -f + l) ^ ^ 0 *_) j 

“■ 0 +1)0+0 
und der Greuzwerth hiervon ,= x ; die Reihe convergirt also für 
X <C 1 und divergirt für .r ^ 1 . Für den Fall x = l hat man 

^ (' + J )('+0 

und als Grenzw erth hien on y -f- ' — “ — ß, welcher Ausdruck die 
Einheit übersteigt, wenn y >• « -|- ist; unter dieser Bedingung 
convergirt die Reihe 6) auch für .+ = 1. 

An diese Beispiele knüpft sich noch eine allgemeine Bemerkung. 
Im Falle x = i besteht nämlich das Verhältnifs aus einem 

Bruche, dessen Zähler und Nenner nach Potenzen von n geordnet 
werden können ; so war im ersten Beispiele 

“n »■ + 1» 

im zweiten 

, _ 

"h (y "I" y ’ 

und es kann sich überhaupt treffen, dafs jenes Verhältnifs die Form 
7\ V' ^ + 

amiimmt, wobei k eine constante ganze positive Zahl. A, B, C, . . 
A\H,C... irgend welche Constanten bezeichnen. Unter ‘dieser 
Voraussefzimg ist 

-ft«- -f i.C — (' )>/'•-* -f- • 

//* -J- .///*~* -|- ^- . . . . 



+•+' 









, A , B , 
’+ «+;^ + 



‘TJiD r 
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raitidn 

Hiernach ergiebt sich folgende Regel: wenn das Verhältnifs : k, 
auf die in No. 7) erwähnte Form gebracht werden kann, so con- 
vergirt oder divergirt die Reihe «o + + "ä "f" ®tc., jenachden» 

.4 — A' mehr oder weniger als die Einheit beträgt 

Wir kehren noch einmal zu der anfänglichen Reihenvergleichung 
zurück, um zu zeigen, dafs man den unter No. ’2) und 3) ausgespro- 
chenen Bedingungen auch auf andere Weise genügen kann. 

Setzen wir 

8 ) /.,«[. 

so lassen sich, wenn nicht gerade x = l ist, die beiden Fälle x ;> 1 
und X < 1 unterscheiden. Unter der Voraussetzung x > l denken 
wir uns zwischen l und x die beliebige positive Zahl p eingeschal- 
tet, so dafs x>ft> 1 ist, und betrachten g als den Grenawerth, 
welchem sich das Product 



bei unendlich waclisendeu n nähert. Statt der Ungleichung x > p 
haben wir jetzt die folgende 



/„INI 



und daraus geht hervor, dafs von einer bestimmten Stelle an 

sein mufs, weil sonst das erste Product sich nicht einer Grenze nä- 
hern könnte, welche vorausgesetztermaafsen mehr beträgt als der 
Grenzwerth des zweiten Productes. Die erhaltene Ungleichung giebt 



(■ + .-)■ 



oder 



r/^ 



( 4 .)' 



während zugleich p > l ist; die in No. ’J) verlangten Bedingungen 
sind demnach erfüllt, wenn x > i ist und /i willkührlich zwischen 
X und 1 gewählt mrd. Ganz ähnliche Betrachtungen gelten für den 
Fall X < 1 ; man schaltet wiederum fi zwischen l und x ein, betrach- 
tet ft als denselben Grenzwerth wie vorhin und gelangt zu dem 
Schlüsse, dafs von einer bestimmten Stelle an 



**« 4-1 ^ 



(4t)' 
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bleiben mufs, während f* < i ist Die Bedingungen 3) sind dem- 
nach erfüllt, wenn x weniger als die Einheit ausmacht Man hat 
daher den Satz; 

Die unendliche, nur positive Glieder enthaltende 

Reihe 

«a + "i +“ü +“s + •• •• 

convergirt oder divergirt, jenachdem 



"" [" '(i;)] 



9) 



mehr oder weniger als die Einheit beträgt 
Als Beispiel möge die unendliche Reihe 

I -L 1+ ^ J. J- ** + 4- 

' 1 1 . 2 ’ ' 1 . 2.3 

dienen, von welcher bereits in §. 24 nachgewiesen wurde, dafe sie 
für y < i convergirt , für y > ^ divergirt , und wobei der noch üb- 
rige Fall !/ =- unerledigt blieb. Unter dieser Voraussetzung ist 







ir 


j 


l"+- 




1 



um diesen Ausdruck weiter zu entwickeln, benutzen wir die in §. 16 
unter No. 10) bewiesene Formel 

/(t -!--) = 5 -.J»» o<()<l, 
indem wir das eine Mal 



» + !’ 



das andere Mal 



« +« 



iP- 



■s9 = q\ 



setzen. Nach gehöriger Zusammenrechnung erhalten wir 









r V p'«* 


( ' Y 
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mithin, weil p' und p" immer zwisclieu o und i liegen, 



Dieser Greuzwerth betragt weniger als die Einheit, folglich divergirt 
die Reihe 9) für .V = 



§• 18 . 

Allgemeine Kegeln für die Convergeuz und Divergenz von mit |K)ftitiven QUedora. 

Die bisherigen Kennzeichen für die Convergenz oder Divergenz 
der unendlichen Reihe 

“o +“i + “* + "a + 

verlieren ihre Brauchbarkeit, sobald gleichzeitig 

Lim ‘^ = 1 und Lm ^1 — j = » 

ist; das Prindp der Reihenvergleichung mufs dann von neuem an- 
gewendet werden, und zwar mag hierzu der Satz dienen, dafs die 
Reihen 

t . 1 . 1 



+ 



+ 



3(i3)*+° 

1 



+ 



. 1 



+ 



i Li (LLi)i+t< 
1 



5 A5 (4,/,5)'+fl 6L6{LL6)'+I^ 

. i 



+ . 



-|- 



8 L8 LL8 (LLL»y+l^ 9 L9 LL9 (LLL9y+l^ 

U. S. W. 

gleichzeitig convergiren oder divergiren, jenachdem ß positiv oder 
negativ ist (§. 25). 

I. Wir betrachten zuerst den Ausdruck 



4l 



ipj(n) = n Ln — i) L(n -f- 1) 



und setzen voraus, dafs sich derselbe einer bestimmten endlichen 
Grenze nähere, falls n in's Unendliche wächst. Ist nun posi- 
tiv, so denken wir uns zwischen 0 und ~ eine willkührliche Zahl ß 
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eingeschaltet, so dafs o < /3 /.<• < y, ist, und betrachten ß Le als 

den Grenzwerth, welchem sich die h'unction 

bei nneiidlich waclusendcn « nähert (§. 9, Mo. iJ und 4). Da nach 
den gemachten Voraussetzungen A/V« /,(«)</-/>/< »i',!«) ist, so mufs 
es immer ein bestimmtes v geben, von welchem ab /,(/»)< »g](») 
bleibt, und vermöge der Werthe dieser Functionen findet sich von 
einem bestimmten h ab 

rt+(i 



•+i 

M. 



u / Ln "Vl 
n \ l,Z.(n -j- 1 )J 



oder 












wobei zur Abkürzung gesetzt wurde 

1 

« {Lny+P 

Die Reihe G + -|- G -f- etc. ist identisch mit der Reihe 1) und 

convergirt wegen (1 > 0 ; zufolge der Ungleichung 5) convergirt nun 
auch die Reihe «a + "a + 'G + 

Wenn zweitens y, negativ ist, so wählen wii- die willkührliclie 
Zahl ß auf die Weise, dafs 0 > ß Le > y. Ist, und haben dann 
Lim < Lim /,(n), mithin von einer bestimmten Stelle ab < 
/,(«), woraus sich ergiebt 



H^.| ^ 114 .1 

>1. I. ' 



Wegen des negativen ß divcrgirt die Reihe der / , und zufolge der 
vorstehenden Ungleichung ilivergirt um so mehr die Rdhe der «. 
Die Convergenz oder Divergenz der letzteren Reihe entscheidet sich 
also durch das Vorzeichen von Lim Mittelst der Substitution 

- L:=‘i'=.Mh 

11 

kann man die künstlichen Logarithmen leicht in natürliche umsetzen 
und hat dann das Theorem; 

Die unendliche, nur positive Glieder enthaltende 
Reihe «„ -f «, -J- -f etc. convergirt oder divergirt, 
jenachdem 

Lim ) H In — (n -\- \ ) Hn I ^ 

( "" * 



positiv oder negativ ist. 
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II. Der vorstehende Satz liefert in dem Falle y, = 0 oder 

LinS^n hl — 1) /(« -J- l)| = <• 



keine Entscheidung; wir Itetrachten dann die Function 

il'j(//) = H Ln LLh — (n -{- 1 ) L(n -|- I) A.A(« 1). 

von welcher wir voraussetzen, dafs sie sich für // = cxj einer bestimm- 
ten endliclicn Grenze y, niiliere. l!ei positiven y, wühlen wir eine 
beliebige Zahl /?, so dafs 



u<ß- 



oder »<ß(Uy<Y^ 



(l.e) 



und denken uns ( ^ Ley als den Greiuiwerth des Ausdrucks . 

/,,*) = [i _ « 1^" 

Aus Lim /,t«) <v Lim folgt, dafs von einer bestimmten Stelle 
an .sein mufs; die letztere Ungleichung giebt 

«,j.. ^ n l.ii ( LL u '\ i-t-ß 



I/. (n I 



n l.ii / LL « I 

(" -|- Ü + I) (" + >)J 



oder 

7) 



“s*} ^»+' 

*. t. 



wobei zur Abkürzung gesetzt wurde 
^ _ 1 

. « Lu (iLZ.n)’+(^ 

Die Reihe etc. ist identisch mit der Reihe 2) und 

convergirt wegen |? > 0 ; zufolge von Xo. 7) convergirt nun auch die 
Reihe «, -f etc. Durch ganz ilhnliche Schlüsse, welche 

fast nur in der Vertauschung der Zeichen < und > bestehen, über- 
zeugt man sich leicht, dafs die Reihe ll^ -f- Wj -f etc.^ im Falle 
yj < 0 divergirt. 

Ersetzt man die künstlichen Logarithmen durch natürliche, so 

wird 



(tt -f- 1) /(n -j- 1 ) U{it -f- 1)] 



i(i^(n) = jU^ I n /n //( h) ■ 



— MLU I « /» — Vj („ 1) /(« -j- t )| ; 

bei unendlich wachsenden » hat der Coefficient von ilf lJU die KuU 
zur Grenze zufolge der in No. (5) gemachten Voraussetzung, mit- 
hin ist 
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yj = J/* Lim I H ln Hh~ (;/ -j- 1 ) /(« -|- l) ll{n -f- IJj 



WO nun das Vorzeichen des y. nur noch von dem angedeuteten 
Grenzwerthe abhängt. Uemuach convergii't oder divergirt die Reihe 
"o H“ "i + "i 4 etc. jenachdeni 

Lim I n In Un — -j- 1 )/(«-{- 1 ) //(» 1 )| 

positiv oder negativ ist. 

Man wird ohne Mühe erkennen, wie die Betrachtung weiter zu 
führen ist, falls y, oder der vorstehende Grenzwerth verechwindet ; 
es wird daher die Angabe des Endresultates der ganzen Untersuchung 
ausreichen, nämlich ; ' 

Um die Convergenz oder Divergenz der unendlichen, 
nur positive Glieder enthaltenden Reihe 

“<i 4" "i + 'G 4” "s 4” 

zu entscheiden, berechne man folgende Grenzwerthe 




(\ = Lim J » /» — (" 4" 1 4" * ' 

n Inl^n — 1 ) /(« -{- 1 ) /,(// 1)| > 



= Lim I n In l^n l^n — (» 4" * ) 4" 0 G(” 4- ') 4" 1)| ; 



U. S. W. 

die gegebene Reihe convergirt oder divergirt dann, 
, jenachdeni die erste nichtvers chwindende der Grö- 
fsen ß, C\, Cj, (.'3 etc. positiv oder negativ ist 
Als Beispiel diene folgende Reihe 

ßJJ—ß), 0 4- ß)ß(i~ ß) (2 - ß) 

1* ' 

, (2 4-^)O_4-|5)i0 —ßl(3-zß^_(^_-J}^. 

wohn ß einen positiven echten Bruch bezeichnen möge ; für u„ = o, 
tt, = 13(^1 — u. s. w. ist 

Vi — 4 - 1^) (” 4- * — ß) 

“« l”4-4)* 

und daraus findet man ^ = u und 0 = o. Ferner ergiebt sieb 
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„ ln (« 4 - 1 ) /(« 4 - 1 ) 

«n 

wie leicht zu ersehen ist, hat der letzte Bruch die Null zur Grenze*) 
und daher wird 

= { 7 ) = ~ ’ 

folglich divergirt die obige Reihe. 



§. 1^8. 

Kcihen mit posUivou uml negativen Ulledeiu. 

Wenn die Glieder einer unendlichen Reihe verschiedene Vor- 
zeichen besitzen, so kann mau eine neue Reilie dadurch bilden, dafs 
man alle Glieder mit demselben Vorzeichen nimmt, und es läfst sich 
erwarten, dafs die ursprüngliche Reihe couvergiren wird, wenn die 
abgeleitete Reihe convergiit. üm diefs genauer zu untersuchen, be- 
trachten wir erst den einfachen und am häufigsten vorkommenden 
Fall, wo die Zeichen wechseln. Die ursprüngliche Reihe ist dann 

1) +“2 — "3 +"4 — 

und die abgeleitete Reihe der absoluten Werthe 

2 ) "0 + "1 -f- "2 + "3 + “4 + 

Wenn nun diese Reilie convergirt, d. h. wenn 

Um S„ = Um (m„ -j- -j- . . . -f 

eine endliche Gröfse ist, so müssen sich die beiden Summen 
= "0 + "2 + "1 “c + • ■ • + “j«-i 

= "1 + "3 + “5 “7 + • • ■ + "»m-i 

endlichen Grenzen nähern, denn im Gegenfalle würde Um (P„ Q^) 

= 00 werden, was der Convergenz der Reihe 2) widerspräche. Hier- 
aus folgt augenblicklich, dafs auch der Grenzwerth von 

- Qr. 

— ^0 “I“ ^^2 “i“ • * • "I“ a l 

eine endliche Gröfse ist, dafs mitliin die Reihe 1) convergirt und 

*) Nach Fonnel l) in #.16 Ul e* ^ x, mithin, wenn beiderseits quadrirt wird» 

e** ^ X* oder ^ i setat man e® = a>, so folgt 

lu) ^ A 
oder — 7 — 

^ ^ * 0 ) /tu 

und bei unendlich wachsenden cd 

Io 

Lim — sss 0 w. z. b. w. 

« CO 

SehlOmUcJi alf ebr. Analysis dritte Aufl. 3 
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eine kleinere Summe besitzt als die Reihe 2). Ähnliche Schlüsse 

gelten in jedem anderen Falle. 

Man kann nun z. B. die Convergenzbedingung 

Um ""*■ < 1 

«. 

auf die Reihe 2) oder direct auf No. 1) an wenden, nur hat man zu be- 
beachten, dafs der Quotient zweier auf einander folgender Glieder in 
den Reihen 1) und 2) derliröfse nach derselbe und nur im Vorzei- 
chen verschieden ist ; die genannte Convergenzbedingung lautet daher 




In ähnlicher Weise kann man z. B. auch die in §. 2(1 gegebe- 
nen Convergenzhedingungen auf die Reihe 1) übertragen, doch ist 
diefs um so weniger nothwendig. als sich die Convergenz einer Reihe 
mit altemirendeu Vorzeichen viel einfacher mittelst nachstehender 
Betrachtung erledigen läfst. 

Wir setzen voraus , dafs von einer bestimmten Stelle n = k au 
jedes M gröfser als das nächstfolgende, mithin 

»i ^ «r+i "i+S > "k+t 

sei und aufserdem wie früher die Bedingung Lim = o statt finde. 
Bezeichnen wir nun mit R^, /C, etc. die Gröfsen 
Ä, ^ m ' 

n^ — Ui — («»+1 — «k+-t ) 

^6 = "k — ("r+i — 'U+i) — ("t+i — "r+O 



und beachten, dafs alle cingeklammerten Differenzen positiv sind, so 
haben \sir 

3) 

Andererseits gilt für die Gröfsen 
={“k — "t+O 

= («t — "1 + 0 -|- ("t+J — "1+3) 

Ä« = ("1 — «1+0 + ("1+3 " 1 + 3 ) ("1+1 — "k+i) 



die Beziehung 

4) , 

und endlich ist noch bei unausgesetzt wachsenden m 

5) Um — /(,*) = Um «it+jm-i = 0. 

Aus der vorstehenden Gleichung folgt, dafs sich und /?,„ einer 

und derselben Grenze /(nähern und zwai‘ durch fortwährende 

Abnahme, /(,„ durch fortwährende Zunahme. Der gemeinschaftliche 
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GrenzwerÜi /? ist nun erstens positiv, ^vie die Ungleichungen 4) un- 
mittelbar zeigen, ferner beträgt er zufolge der Gleichung 5) weniger 
als jede der Gröfsen /t,, /fj, /U, etc., er niufs daher eine bestimmte 
endliche Gröfse sein. Vermöge der Gleichung I! = Um = 

= Um ist nun 

H = l/j. — «1 + 1 «t+j — -{- 

mithin conver^rt die vorliegende Reihe und ebenso die ursprüng- 
liche Reihe 



"(p— "i +“* — ".1 -f ....-f (— 

+ (— 1 )* ( — "t+i +" *+» — “*+J + )• 



Nach diesen Erörterungen haben wir folgendes Theorem: 

Eine Reihe mit alternirenden Vorzeichen conver- 

4 

girt immer, sobald ihre Glieder von einer bestimm- 
ten Stelle an fortwährend und in’s Unendliche ab- 
neh men. 

Diese Convergenzregel greift weiter als die vorige. So würde 
man z. B. die Convergenz der Reihe 

.... 

1 2 '5 i ' 5 6^ 

nach dem früheren Satze nicht entscheiden können, weil die Reihe 
der absoluten Werthe, nämlich 

| + 5+^ + J + r + 5+--- 

divergent ist; dagegen zeigt das zweite Theorem, dafs die fragliche 

Reihe convergirt und dafs ihre Summe zwischen folgenden, einander 

immer näher kommenden Zahlen liegt 

' , 1 
1 und 1 — - 



2 ' 3 

1,1 1,1 

1 — ■ — — 1— — — — I — 
2^3 4 ' 5 




1 

6 



Wir wollen an dieser passenden Stelle eine Eigenthümlichkeit 
envähnen, die bei divergenten Rcilien mit alternirenden Vorzeichen 
statt finden kann. Ist nämlich Um eine endliche von Null ver- 
schiedene Gröfse e, so nähert sich h, — der Grenze NuU, und 
in Folge dieses Umstandes kann es geschehen, dafs die Reihen 

•^'. 1 . = ("n — H - ("» — " 3 ) + •••.• + 

gleichzeitig convergiren. Dann ist sowold Um pV,„ als Um 

8 * 
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eine endliche Gröfse, und als Differenz beider Werthe ergiebt sich 
f-i'” — -s,«) = «'»» = 9 

d. h. die Summen der Reihenglieder 

"o — "i — "3 + "t — 

nahem sich zwei endlichen, um q von einander verschiedenen Gren- 
zen, jenachdem eine gerade oder eine ungerade Anzahl von Gliedern 
zusammengercchnet wird. Divergente Reihen dieser besonderen Art 
hat man oscillircndc Reihen genannt. 

Das einfachste Beispiel bietet die l^eihe 
n — u a • — 

deren Summe bei gerader Gliederzahl =0, bei ungerader Glieder- 



zahl = a ist. 

Ein zweites Beispiel liefert die Reihe 
2 3.4 .3.6 



1 2*3 4 ' 3 



Hier ist, wenn jeder unechte Bruch von der Form - -- 






zerlegt wird. 



2 + 3 

_ 1 _ 1 , 1 _ 
1 ~ 2 I 3 



1 

2m ' 

1 ■ 2m -|- 2 

2m ' 2m 1 ’ 



bezeichnet nun a die Summe der convergireuden Reihe, 
1 2^3 4^5 ■■■■’ 



in t -1 — 
P 



so ergiebt sich 

Lim = ff , Lim = ff -f 1 , 

mithin oscillirt die genannte Reihe zwischen a und ff -f- 1 . 



§■ 

liedingte uud imbcdingtc Couvergenz. 

Aus der im §. 22 gezeigten Entstehungsweise der unendlichen 
Reihen geht unmittelbar hervor, dafs es nicht ohne Weiteres erlaubt 
sein kann, die Anordnung der einzelnen Glieder willkührlich abzu- 
ändem (denn es hiefse das, die Fimction <p durch eine andere er- 
setzen); es wird daher immer einer besonderen Untersuchung be- 
dürfen, ob eine solche Umstellung der Glieder einen Einflufs auf die 
Reihensumme hat oder nicht. Dafs in der That eine veränderte An- 
ordnung der Glieder zu einer ganz anderen Summe führen kann, 
möge folgendes Beispiel darthun. 

Die ursprüngliche Reihe sei die im vorigen Paragraphen erwähnte 
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und daraus die folgende gebildet 

1^3 4 '9 '11 6 '■■■■’ 

wobei die Anordnung so getroffen ist, dafs auf zwei positive Glieder 
ein negatives folgt; dann läfst sich <s als Grenzwerth betrachten von 

”.=(r-5+r-i) + G-3+l-j)+ • 

\ltH — 3 4n — 2 ' 4n — I hnj 
ebenso ä als Grenzwerth von 

-=G+l-i)+G+f-i)+ 

..+1— — 'V 

^V4n— 3 * 4n— 1 2nJ 
Die Differenz beider Gleichungen giebt 

■•••+(4«^ + 4n“2«) 

= ^ [G “ y + G “ 1) + • • • + 1 “ i)]’ 

und hieraus folgt durch Übergang zur Grenze für unendlich wach- 
sende n 

2 Ll 2~3 ' J 



•i» 



d. h. 



s = |o, 



womit die Verschiedenheit von a und s bewiesen ist*). 

Hiernach stellt sich die Nothwendigkeit heraus, zweierlei Arten 
von convergirenden Reihen zu unterscheiden; es heifse nämlich eine 
Reihe bedingt-convergent, wenn ihre Summe von der Anord- 
nung der Glieder abhängt, sie heifse dagegen unbedingt-con- 
vergent, wenn ihre Summe auch bei beliebiger Umstellung derGlie- 



*) Hie mui da ömlet man die Meinung ausgesprochen, dafs ein Satz, der für jede 
endliche Anzahl von GröTsen gilt, auch dann richtig bleiben müsse ^ woim Jene Anzahl 
unendlich wird \ das obige Beispiel zeigt schlagend die Unrichtigkeit eines solchen Prin» 
cips. Bei jeder endlichen Anzahl von Summanden ist die Anordnung der letzteren ohne 
KinfluPs auf die Summe, bei mieudlicb vielen Summanden im Allgemeinen nicht. 
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der immer dieselbe bleibt. Damit wird man zu der Aufgabe ge- 
führt, die Kennzeichen der unbedingten Convergcnz aufzusuchen. 

Es sei 17, die Summe einer n-gliederigen Reihe etwa 

1) » = "o + " 1 + "a • • • + "ii I 

und bei unendlich wachsenden n der Grenzwetth von 6', gleich einer 
bestimmten endlichen Grüfse V, mithin 

2) ^'= “o + "i + "* + "a + 

d. h. die vorliegende Reihe convergent, so ist zu untersuchen, ob 
eine neue unendliche Reihe 

3) i’„ -}- Vj -f t'j, -j- -f — 

welche sich von der vorigen nur in der Anordnung der Glieder un- 
terecheidet, gleichfalls IJ zur Summe hat. Nehmen wir von der zwei- 
ten Reihe vorläufig die p ersten Glieder und setzen 

4) l’p = i'o -fl', -f i'j -f -f i',_, , 

so können wir p so grofs wählen, dafs die n Glieder von f/, sämmt- 
lich unter den /» Gliedern von Vp enthalten sind. Ausserdem kom- 
men in Vp noch p — w Glieder vor, welche sich in der Form 

"» + "r + "• + 

vereinigen lassen und deren Indices </, « etc. gröfser als « — l 

sind. Demnach ist 

f p — = M, -|- «r tf. -f 

mithin bei unendlich wachsenden « und p 

Lim / p — /■= Lim (i/, -f »r -f «. -f G 

soll nun die Reihe i „ + 'i + 'a + etc. gleichfalls f’ zur Summe 
haben, so mufs Lim f p = I , mithin 

5) Lim («, -f -f «, -f ....)=: 0 

sein, imd diefs ist das Kennzeichen der unbedingten Convergcnz der 
Reihe 2). Zu einer andeni Form gelangt man auf folgendem Wege- 
Wenn die Rcilie 2) von einer bestimmten Stelle an nur positive ' 
Glieder enthält , so kann man /i so grofs wählen , dafs alle in der 
Gleichung 

— f ’n = -f «»-M + "»-M + • ■ • 

rechter Hand vorkommenden Gröfsen positiv sind ; die Summe -f 
“■-t-i + etc. ist der sogenannte Rest der Reihe und hat die Null 
zur Grenze , weil bei unendlich wachsenden » die linke Seite in 
U — Lim U„ = 0 übergeht. 

Was ferner die Summe v, -f Wr -f etc. anbelangt, worin die An- 
zahl der Glieder = p — « und jeder Index >• w — l ist, so hat 
man wegen des positiven Vorzeichens aller Glieder 

0 -f «r -f «. -f . . . < -f «„+, + • 

mithin bei unendlich wachsenden p und n 
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Lim (u, -{- ?/, -f «. 4- . . .) = 0 ; 
unter der gemacliten Voraussetzung convergirt also die Reibe unbe- 
dingt 

Wenn die ursprüngliche Reihe thcils positive, theils negative 
Glieder enthält und von keiner Stelle an Glieder mit gleichen Vor- 
zeichen liefert, so verlieren die vorigen Schlüsse ihre Anwendbarkeit 
und die Convergenz kann in diesem Falle möglicherweise eine nur be- 
dingte sein. Unter der besonderen Voraussetzung, dafs die Reihe 
auch dann convergent bleibt, wenn statt der einzelnen Glieder de- 
ren absolute Werthe genommen werden, läfst sich aber die Sache 
weiter verfolgen. Bezeichnen wir nämlich den absoluten Werth ir- 
gend eines Gliedes w, mit [«„J und ist nun 

["o] + [“i 1 + [“äJ + ["aJ + — 

eine convergente Reihe, so hat man nach dem Vorigen 
Lim j[«,J -f [«r j + KJ 4- .... j = 0 
d. h. der absolute Werth von -|- w, -f etc. kann kleiner als jede 
angebbare Zahl gemacht werden. Daraus folgt augenblicklich, dafs 
«,+ »r + etc. selber gleichfalls die Null zur Grenze hat oder dafs 
die Reihe unbedingt convergirt. Diefs giebt den Satz: 

Eine unendliche Reihe convergirt unbedingt, wenn 
sie ihre Convergenz auch in dem Falle behält, wo 
alle Reihcnglieder auf ihrc’absoluten Werthe redu- 
cirt werden. 

Hiernach erklärt sich, warum die anfangs besprochene Reihe 
1 2^3 k'h 

eine nur bedingte Convergenz zeigte ; die Reihe wird nämlich diver- 
gent, wenn man alle Glieder mit gleichen Vorzeichen nimmt. 

§. 30. 

Di»* Potcnzoiircihon. 

Unter den Reihen von specieller Fonn, die später häufig ver- 
kommen werden, führen wir zuerst die sogenannten Potenzenrei- 
hen an; sie sind miter dem allgemeinen Schema 

enthalten, worin x eine beliebige Variabele bezeichnet, und die von 
•r unabhängigen Coefficienten «o, o,, o, etc. nach einem gegebenen 
Gesetze fortschreiten. 

Zufolge der in den §§. 24, 28 und 29 entwickelten Sätze con- 
vergirt die Reihe 1) unbedingt, sobald der absolute Werth von 
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Um 

a^x 



weniger als die Einheit beträgt; setzt man 
2) Um = A 



SO wird 



II. X A ’ 



und der absolute Werth hier\^on liegt unter der Einheit, wenn 
— A<;x*c + A oder 

ist. Hierdurch hestinuiit sich der Spielraum, auf welchen x be- 
schränkt werden inufs, wenn die Reihe 1) unbedingt convergiren 
soll. Ob sic noch für x = -|- A oder x = — A ihre Convergenz be- 
hält, ist in jedem speciellen Falle nach den Convergenzregeln in 
den §§. 26, 27 und 26 zu entscheiden. 

Bezeichnen wir den absoluten Wertli einer Zahl : mit [:], so 
haben wir für den Fall, dafs die Reihe convergirt, 






für hinreichend grofse Werthe von v, etwa für « = A-, A 4- 1. ^ 2 etc., 

mufs demnach der Quotient 

kleiner bleiben als ein zwischen und 1 eingeschalteter willkühr- 

licher Bruch y, und nach einer schon oft gebrauchten Schlufsweise 
folgt hieraus 

[«t+l x*+'] < [flt X*] y, x*Jy2,... 

mithin 

[0|t x‘] [«t+i X*+'] -j- [«t+j . 

< K -^*] (' + y + y’“ + y’ + • • •) 

oder 



3) \a, x‘] -I- x*+'] -f- x‘+»] 

Denkt man sich die Reihe 1) in zwei Theile zerlegt, von denen der 
erste die k Anfangsglieder, der zweite alle übrigen Glieder enthält 
und 7?i heifsen möge, so ist 
' 4) (I„ -fflj X-f X* -f «3 X» -f .... 

= «o + <'i^ + «» ** + ••• + “t-1 > 

5) flu =«t x‘ -|-(U+ix*+'-|-ai+ix*+*-|-. ., 
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und nun kann die Ungleichung 3) zu einer kürzeren Darstellung von 
Rk benutzt werden. Es erhellt nämlich unmittelbar, dafs K* zwischen 

r«* j + f«t+i ^*■*■'1 + K+> ■*■*■*■*] + — 

und 

— jfa* J;* J + K+i ir*'*''] + K+i ^*'*'''*] + • • • ( 

enthalten ist, dafs also die Ungleichung 

f"* J > 

\—y 1 — y 

statt findet; bezeichnet e einen nicht näher bestimmt positiven 
oder negativen echten Bruch , so kann hiernach 
e \'tk x<‘ I 
1 - y 

gesetzt werden. Diese Formel ist in dem Falle von Werth, wo man 
die Summe der Ileilie 1 ) durch wirkliche numerische Berechnung und 
Addition ihrer Glieder ermitteln will; hat man nämlich die A- ersten 
Glieder summirt, so liefert die Formel G) für (i = — 1 und p = -|- 1 
zwei Zahlen, zwischen denen der Rest Ri liegt, d. h. sie bestimmt 
das Minimum und Maximum des Fehlers, welcher aus der Vernach- 
lässigung der übrigen Glieder entspringt. 

Die Summe einer unendlichen und convergirenden Botenzenreihe 
ist im Allgemeinen eine gewisse Function der Variabelen (.r), nach 
deren Potenzen die Reihe fortschreitet ; die specielle Natur dieser 
Function hängt von der Form der Coefficienten ab und kann daher 
erst dann angegeben werden, wenn das Bildungsgesetz der Coefii- 
cienten näher bestimmt ist. Doch läfst sich wenigstens die Frage 
nach der Continuität der genannten Function allgemein entscheiden. 

Innerhalb der Grenzen x = — X und x = -j- A sei /'(.v) die 
Summe der Reihe 1), also 

7) /(•«■) = «0 + + •• • 

— A X A, 

und i ein beliebiger, zwischen — A und -f- A liegender individueller 
Werth des .r; denken wir uns die i)ositiven Gröfsen Ä und £ so klein 
gewählt, dafs S -j- ä und | — £ gleichfalls zwischen — A und -f- A 
enthalten sind, so dürfen wir die Gleicliung 7) sowolil für x = | -(- i 
als für X = I — f in Anspruch nehmen und haben dann 
3) ,At+<5)-.m-G 

£) 4- 5)8 _ _ f)8 

5 _|_ J +"8 

+ ’ d-f-£ 



= («+0 



+ 

+ •••! 
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WO nun zu untersuchen ist, ob die rechte Seite die Null zur Grenze 
hat, wenn 6 und t gegen die Null convergiren. Der Einfachheit we- 
gen wollen wir zunilchst voraussetzen, dafs alle die Coefficienten 
« 1 , Oj, etc. positiv seien und dafs auch | und k — « positive 
Werthe haben mögen; auf der rechten Seite von No. 8) läfst sich 
dann auf jedes einzelne Reihenglied die Ungleichung 

— ij’" 



a — ß 

für o = ^ -f d, ß = & — { auwenden, und diefs giebt, weil alle Glie- 
der positiv sind 

(6 + t) -f 2«,(| -f- 6) -f- 3a,a -f d)* 4- • • -I 
>. AH- i) -/(«-*)> 

(d + () ||„, -I- 20 , (I - t) -I- 3 fl,(S - t)» -t-, . .). 
ln der unendlichen Reihe 

9) to, -f- 2«,x -|- SfljX- -4- -f- . . . . 

ist nun 



l.im 



(« 4- ' ) «.+. 



= Lim 




mithin coiivergirt diese Reihe für x - d. h. unter derselben Be- 
dingung wie die Reihe 7), folglich ist ihre Summe eine bestimmte 
Function, welche /7.r) heifseu möge. Da | 4“ ^ “nd ^ — t der Con- 
vergenzbediugung genügen, so haben wii- jetzt 

(d 4- 4- d) >/(i 4- d) -f(i _ t) >(d 4- £)/(i - £)• 

Bei unendlich abnehmenden d und t bleiben /(| -f d) und /(| — i) 
immer endliche Grüfsen, wahrend d 4- * die Null zur Grenze hat, 
daher wird 



Lim 1/(1 4- d) — fil — t)\ = 0. 

Hierin liegt der Satz, dafs die Summe einer aus positiven Gliedern 
bestehenden Potenzenreihe eine continuirlicbe Function bildet, so 
lange x'‘ <; A“ bleibt. 

Dieses Theorem ist leiclit aul den Fall auszudehnen, wo die Po- 
tenzenreihe positive und negative Glieder enthält. Denkt man sich 
nämlich alle positiven Glieder zu einer Reihe zusammengefafst und 
' ebenso alle negativen Glieder, so urscheint die ursprüngliche Reihe 
als Differenz zweier neuen Reihen, von denen jede für sich nur po- 
sitive Glieder zählt; auch ist eine solche andere Anordnung erlaubt, 
weil die ursprüngliche Potenzenreihe wegen A* unbedingt con- 
vergirt. Jede der neuen Reihen hat nach dem Vorigen eine stetige 
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Function von c zur Summe, mithin ist auch die Differenz der bei- 
den Reihen eine stetige Function von .r, d. h. 

Die Summe jeder Potenzenreihe, welche von irgend 
einer Stelle au rascher als eine geometrische Progres- 
sion convergirt, ändert sich contiuuirlich innerhalb des 
hiernach bestimmten Con vergenzintervalles. 

Wir wollen endlich noch die Frage beantworten, unter welchen 
Bedingungen zwei Potenzeureilien 

"o + + “3-^^ + 

*0 4- + *2^“ + V’ + ■•••. 

welche innerhalb eines gegebenen Intervalles — 1 C a“ «C -f- 1 gleich- 
zeitig convergiren , eine und dieselbe Summe haben. Der Voraus- 
setzung zufolge soll 

10) «0 -f J («, -|- flj -f «3 a:“ 

= -f X (A, -f Äj X -4- *3 -j- . . . .) 

sein; die eingeklammerten Reihen convergiren innerhalb des ange- 
gebenen Intervalles und besitzen daher endliche Summen, welche 
7 >,(x) und V<,(x) heifsen mögen, so dafs 

«0 -f X 9,(x) = -f X if),(x). 

LäTst man .t in Null übergehen, so bleiben ipj(O) und «(»lio) end- 
liche Gröfsen und es folgt 

«0 == *0- 

In No. 10) kann jetzt «„ gegen gehoben und die Gleichung mitx 
dividirt werden; diefs giebt 

11 ) ®1 + ^ («2 + "3 + "4 + • • • •) 

= 6 , 4 X (*3 X 4- *3 X* -j- . . . .) 
oder in selbstverständlicher Bezeichnung 

«1 4- TiW = *1 4- 

Hier sind «^^(x) und i/'^fx) die Summen zweier convergirenden Rei- 
hen, also P'unctionen, welche für — 1 x <c -|- 1 endliche Werthe 
haben. Durch Übergang zur Grenze für unendlich abnehmende x 
folgt daher 

"l = *!• 

Aus der Gleichung 11) wird jetzt 

"i 4- ^ ("a + ".( •>' 4- "5 4- • • • ■) 

= Äj 4 - X (Ä, -f- Ä, X - 4 - A3 xä -f ) 

oder kurz 

"2 + * = A3 -f- X tgjfx), 

wo 9 >,(x) und iga(x) für — A<CxC-j-A endliche Werthe behal- 
tfen; der Übergang ziu- Grenze für unendlich abnehmende x giebt 
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"i = Aj. 

Den weiteren Fortgang dieser Schlufsweise übersieht man leicht ; er 
führt zu dem Satze: 

Wenn zwei Potenzenreihen innerhalb eines die Null 
umfassenden Interva^les gleichzeitig convergiren, so 
künneu sie nur unter der Bedingung eine und dieselbe 
Summe haben, dafs die Coefficienten gleichhoher Po- 
tenzen beiderseits gleich sind. 

Läfst sich eine gegebene Function f(x) in eine nach Potenzen 
von .V fortschreitende und convergirende Reihe verwandeln, so ist 
diefs zufolge des obigen Satzes nur auf eine einzige Art möglich. 

§• 31 . 

^ Periodische Reihen. 

Wegen späterer Anwendungen betrachten wir noch Reihen von 
den Formen 

1) + cos ^ «2 cos •Ix -f «3 cos 3t -|- . . . 

und 

2) b ^ sm X sin 2 t -|- Äj sin 3t -|- . . . 

in welchen wir die mit « und h bezeichneten Coefficienten sämmt- 
lich als positiv voraussetzeu wollen. Wir können hier drei Fälle 
unterscheiden : entweder nämlich sind die Coefficienten einander 
gleich, oder sie bilden eine steigende oder endlich eine fallende Reihe. 

Findet das Erste statt, wobei wir n den gemeinschaftlichen Werth 
der Gröfsen «j etc. und b den gemeinsamen Betrag von 

/<,, Aj, 63 etc. nennen wollen, so ist in der ersten Reihe die Summe 
der n ersten Glieder 

5„ = a y cos X -|- cos 2t COS 3.f + •■• + cos (n — 1) 
d. i. nach der in §. l.o entwickelten Formel 8) 

V — a ^ ~ ^ 

" 2 sin hx 

Für imendlich wachsende n nähert sich dieser Ausdruck keiner be- 
stimmten Grenze, weil der Sinus eines zunehmenden Bogens immer 
zwischen -|- l und — l liin und her oscillirt. Die Reihe 1 ) hat dem- 
nach, ins Unendliclie fortgesetzt, keine angebbare Summe, divergirt 
also. — Ähnlich verhält es sich in unserem Falle mit der Reihe 2); 
für diese ist n.aeh §. 15, Formel 4) 

= Ä [sin X -j- sin 2t -j- sin 3t sin n .tJ 

^ 2 sin fr J 
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WO nun wiederum Lim S„ nicht angegeben werden kann und defs- 
wegen die unendliche Reihe 2) divergirt. 

Bilden die Gröfsen a„, a,, etc. und ebenso Aj, b^, Aj etc. eine 
steigende Reihe, so findet offenbar die Divergenz um so mehr statt, 
und es bleibt daher noch der Fall zu untersuchen übrig, in welchem 
jene Gröfsen eine fallende Reihe ausmachen. 

Multipliciren wir die Gleichung 

+ rt| cos X -j- flj cos 2x -|- . . . -f- ff, cos nx 
mit 2 sin \x und zerlegen rechter Hand jedes doppelte Product aus 
einem Cosinus und einem Sinus in die Differenz zweier Sinus, so 
wild 

2 •5,+, J'" ix 

= «0 sin ix ff, (sin Jx — sin ^.c) -|- (sin |x — sin |x) -}■ . . . 

• • • + "«-I [«'” (" — i) ^ — *'■'» (” — i) x] 

+ «n (» + ä) ^ — «« (" — J) 

Durch Vereinigung deijenigen Glieder, welche dieselben Sinus ent- 
halten und durch Transposition von ff, sin (« + ^) x ergiebt sich 
hieraus 



^ 2 sin >x . 5,^., — ff, sin (n -|- |)x 

= (ff„ — ff,) sin |x -j- («1 — « 2 ) sin Jx -|- (ff ^ — ff^) sin §x -J- . . . 

• . • + — o,) «ff (n — i)*. 

Lassen wir n unendlich wachsen und setzen wii; voraus, dafs die 
Abnahme der Gröfsen o„ ins Unendliche gehe, mithin 
Lim fl, = 0 ist, so bleibt jetzt linker Hand nur -2 sin j^x . Lim A,,., 
übrig und rechter Hand wird die Reihe unendlich , also 

3) Lim = ^4-^- j(«o — “ 1 ) + («1 — «ü) l-r 

+ («« — "3) «■" + (ö 3 — «4) «n -}- . . . j 

Betrachten wir zunächst die Reihe 

4) («0 — «1) +(«1 — «2) + ("a — ®3) + («3 — “4) + --- 

bei welcher wir die in Parenthesen stehenden Differenzen als ihre 
einzelnen Glieder ansehen, so besitzt dieselbe erstens durchaus po- 
sitive Glieder (wegen >■ n, !> «^ ctc.) und ist zweitens auch 
convergent, denn man erhält durch Vereinigung der aufeinander fol- 
genden Glieder successive 



d. h. Summen, welche sich (der Voraussetzung Lim a, = 0 zufolge) 
der endlichen Grenze </„ näheni. Wenn nun schon die aus nur po- 
sitiven GKedem bestehende Reihe 

(“0 - «1) + (®i — « 2 ) + (‘'ä — «3) + • • • 
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convergirt, so niufs dasselbe um so mehr mit der Reihe 
5) ("o — "i ) i-' + — "») • 

der Fall sein, weil ihre Glieder, den absoluten Werthen nach, klei- 
ner als die gleichstelligcn Glieder der ersten Reihe sind, und aufser- 
dem die Reihe 5) theils positive theils negative Glieder enthält. Be- 
zeichnen wir demnach die endliche Summe der Reihe f») mit .1, so 
folgt aus No. ;i) 

Um .9„., = 

•! sin Jj.- 

ujjd hier ist die rechte Seite eine endliche Gröfse, sobald .r nicht 
= 0 oder = + 2 t, -f 'iT, -f- «T etc. ist. Diefs giebt folgenden Satz : 
Wenn die positiven Gröfsen , «^ . . . eine ins 

Unendliche ahnelimend e Reihe bilden, so convergirt 
die Reihe 



J ö, rns X -|- rtj eus 2x Oj cos f- . . . 

für alle x, welche nicht = 0, +2x, -f 4 t. -F6t etc. sind. 
Läfst man t — j an die Stelle von x treten, so folgt weiter: 

Unter den obigen Voraussetzungen convergirt auch 
die Reihe 

J (7,1 — (/, ros : ros 2z — ti^ cos 3; -}- . . . 

für alle s, die nicht =-f t, +3t, -Fst etc. sind. 

Die Nothweudigkeit der hinzugefügten Determination ei'hellt übrigens 
auch von selbst aus der Remerkung, dafs die Reihe in den angege- 
benen Ausnahinefiillen die Form 

5 "n + "i + + "s + • • • 

erhält, wo nun, wegen des gleichen Vorzeichens aller Glieder, die 
blofse unendliche Abnahme von n„, ll^, etc. zur Convergenz nicht 
hinreicht. Für x — n odei- j = o komnit man auf das schon in 
§. 28 !Uis andei’en (iründen liewiesene Theorem zurück. 

Ganz ähnliche Betrachtungen gelten für die Reilie 2) ; multipli- 
ciren wir nämlich die Gleichung 

sin t «« 2x sin 3x -j- . . . -j- A„ sin nx 

mit 2 sin luid zerlegen rechter Hand jedes doppelte Sinusproduct 
in eine t'osinusdifl'ercnz , so folgt 
2 A, siu Jx = A, (ros Jx — ros Jx) -}- Aj (cos Jx — cos Jx) -f- . . . 

• A„_, |c(»* (« — J)x — cos (u — J)xJ 

-|- A, [cos (n — I )x — cos (n -|- J )xj, 
und dieser Gleiclumg kann man leicht die Fonn geben 

2 sin Jx . A„ A, cos (n + i)‘ 

= A, ros Jx — (A, — Aj) cos Jx — (Aj — Aj) cos jx — .'. . 

... — fA,„, — A.) cos (n - >)x 
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Unter den Voraussetzungen b, ^ • 

folgt hieraus 

/./m 5, = - ji, cos — (Ä, — bj)cos^x — (Aj 
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und Lim b^ = 0 
— bj)cosjx—...{ 



2 Sl/I |JT i 

Die Reihe 

(A, — Aj I (Aj — Aj) -|- (Aj — A^) -j- . . . 

enthält nun lauter positive Glieder (jede Differenz für ein Glied ge- 
rechnet) und ist aufserdem convergent, nämlich ihre Summe = A, ; 
hieraus folgt, dafs die Summe 

(A, — Aj) cos fx -{- (A,, — A,) cos §x -f- . . . 
um so mehr eine endliche Gröfse und dafs mithin auch die Differenz 
A, cos ^x — (A, — Aj) cos — (Aj — Aj) cos ^x — ... 
einen endlichen Werth haben mufs. Nennen wir den letzteren B, 
so ist jetzt 

/ e " 

Lim A. = r-,— 

“ 2 sin \x 

also Lim eine endliche Gröfse, wenn nicht x = o, + 2re, -f 4n etc. 
Die Reihe 2) mufs demnach, die genannten Fälle ausgenommen, con- 
vergiren, ist aber x = 0, oder = + 2 n:, -|- in etc., so reducirt sich 
die Reihe auf Null und cunvergirt also noch ; man kann daher das 
Theorem aufstellen; 

Wenn die positiven Gröfsen A, , Aj , Aj etc. eine ins 
Unendliche abnehmende Reihe bilden, so ist die 
Reihe 

A, sin X -j- Aj sin ix -|- A, sin 3x . 
jederzeit convergent. 

Für X = n — x ergiebt sich hieraus noch der Satz : 

Unter den gemachten Voraussetzungen ist dieReihe 
A, sin z — Aj sin 2s -|- A, sin 3s — ... 
gleichfalls jederzeit convergent. 

So geht z. B. aus den eutwickeltjen vier Theoremen auf der Stelle 
hervor, dafs von den Reihen ^ 

cos X , cos 2x , cos 3x . cos ix . 

T“ + ~i + ‘3 + + • • • 



cos X 

___ 



sin X . sin ix 
1 ' 2 



cos 2x , cos 3x 



sin X 



sin 2x 

"■2 ' 



+ 



sin 3x 
3 

sin 3x 

~3~^ 



+ 



cos ix 

. __ 

sin ix 
i 

sin ix 
~i 



+ ••• 
-f ... 

+ ••• 



Digitized by Googl 



128 



Cap. V. Die nucndlichon Hcilien. 
die erste für alle x convergirt, die nicht = 0 oder gleich einem ge- 
raden Vielfachen von n sind, dafs ferner die zweite convergirt, wenn 
. 1 - kein ungerades Vielfaclies von ^ ausmaclit und dafs endlich die 
beiden letzten Keihen jederzeit convergiren. 

§. 32 . 

Die Aiiditiou und MultipluAtiun iinondliclicr 

Wir haben früher augedeutet, dafs es eines der wichtigsten Ge- 
schäfte der Analysis sei, unendliche Ileihen zu smninü'en ; diese Auf- 
gabe läfst sich nur dadurch lösen, dafs man mit den fraglichen Rei- 
hen verschiedene Rechnuugsoi)erationcn voniimmt, wobei auch der 
Fall eiutreten kann, dafs man unendliche Reihen zu addiren oder 
zu multipliciren, oder sonstige Hülfsmittel des Calcüls auf sie anzu- 
wenden ^ hat. Bevor wir aber derartige Untersuchungen anfangen, 
haben wir die Frage zu beantworten, in wie weit es erlaubt ist, sol- 
che Rechnungsoperationen mit unendlichen Reihen vorzunehmen. 
Diese Frage ist defslialb nothwendig, weil die Arithmetik blofs mit 
endlichen bestimmten Grofsen oder Polynomen von endlicher Glieder- 
anzahl rechnen lehrt, hier aber Ausdrücke, welche ins Unendliche 
fortlaufen, dem Calcül unterw'orfen werden sollen. 

Über die Befugnifs nun, mit unendlichen Reihen nach den Re- 
geln der Arithmetik zu rechnen, haben wir Folgendes zu bemerken. 
Alle bisherigen Rechnungen beschäftigten sich mit Gleichungen, und 
selbst da, wo Ungleichheiten eingeführt wurden, geschah diefs nui' 
zur Ausmittelung von Gronzwerthen , welche sich zuletzt doch wie- 
der in Gleichungen aussprachen. Es liefse sich wohl auch eine Ana- 
lysis denken, die es mit unbestimmteren Beziehungen, etwa Un- 
gleichheiten, Ähnlichkeiten u. dcrgl. zu thun hätte, aber sie würde 
nur von untergeordneter Bedeutung sein, da man in das Wesen der 
Gröfsenverknüpfungen offenbar durch Gleichungen die klarste Ein- 
sicht bekommen mufs. Daraus folgt sogleich, dafs wir die diver- 
genten Reihen aus analytischen Betrachtungen ganz ausschliefsen 
müssen, weil divergente Reihen keiner bestimmten Gröfse gleich 
sind. So bleiben uns allein die convergenten Reihen und bei diesen 
lassen sich die Umstände, unter welchen man mit ihnen rechnen 
kann, leicht aus der Lehre von den Grenzen herleiten. 

I. Setzen wir 

= "o "F " 1 "l" "2 • • • • "f" "n ) 

= ‘’u + "1 + "2 + • • • • + ''« 1 
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und bezeichnen mit a und U zwei Von « unabhängige Factoren, so 
haben wir 

(«“o + *‘’n) + (""l + *'’l) + ■ • ■ • + («“» + *"n) 

= ol\ + *(>.• 

Unter der Voraussetzung, dafs Lim = P und Lim Q„ = Q end- 
liche Gröfsen sind, convergiren die obigen Reihen, und die Summe 
der ersten ist P, die der zweiten Q; ferner ergiebt sich aus der 
letzten Gleichung für « = ot 

(«"o + + («"l + *" 1 ) + (®“il + *"») + • • • 

= aP-\-b{) 

d. h. in Worten: , 

Das Aggregat zweier convergenten Reihen ist wie- 
der eine couvergirende Reihe und die Summe der 
letzteren gleich dem Aggregate von den Summen 
der ursprünglichen Reihen. 

Dieser Satz kann leicht auf jede endliche Anzahl convergirender 
Reihen ausgedehnt werden. 

II. Um den entsprechenden Satz für das Product zweier Reihen 
zu erhalten, denken wir uns letztere als Potenzenreihen, wodurch 
die Übersicht über die entstehenden Paitialproducte erleichtert wird; 
es sei nämlich 

2 ) = + 

Das Product von beiden Reihen ist: 

« 0*0 + (" 0*1 +«i*o)^ 

+ («0*8 + «1*1 + " 2 * 0 ) 

+ 

3) + («0*j« + «1*I»-1 4" • • • + «a»-l*l 

+ («1*« + »An-l + • ■ • + “«-i*» + “>»*l)***^‘ 

+ 

Bezeichnen wr iS,, die Summe der n -|- 1 ersten Glieder des Pro- 
ductes, also 

4) •S,„ = «i,*o4-("o*i 4 -“i*o)«’+(«o*2 + “i*i + “s*o)^* + --- 

• • • 4* (« 0 *»n 4* «l*in-i 4- • • • 4~ “i«-l*l 4" 

SO ist 

5) 

weil PtnQin aufser dem, was in sich findet, noch die Glieder 
mit z’"*', .r’***, . . .X*" enthält, welche positiv sind, da alle Glieder 

Sächlöniildi alfcbr, Auul}Hii drftt« Aufl. Q 
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der Reihen 1) und 2) positiv angenommen werden. Multiplicirt man 
dagegen die Reilien 

7) = + + + 

welche n Glieder weniger enthalten, als die in 1) und 2), so erhält 
man als Product 

"n*0 + ("ü*i 
+ (« 0*2 + '^ 1*1 + 

+ 

+ («,-,*, + «A-.) 

+ 

und aus der Vergleichung desselben mit 4) ergiebt sich 

8 ) 

Es ist also zusammen mit b) 

9) 

Lassen wir nun n ins Unendliche wachsen, so werden die mit P,, 
und Q„, und Q, bezeichneten Reihen zugleich unendliche; be- 
zeichnen wir ihre Summen mit P und Q, welche hier wegen der 
Convergenz jener Reihen endliclie bestimmte Grüfsen sind, so ist 
Um = Lim P, = P 
Lim y,, = Lim Q„ = Q. - 

Die äufsersten Grenzen in der Ungleichung 9), zwischen denen S„ 
liegt, rücken also dann immer näher an einander und es mufs folg- 
lich sein: 

Lim — 

d. h. die Summe der Reihe 4) ist endlich, folglich die Reihe conver- 
gent und ihre Summe gleich dem Producte der ilire Factoren ' bil- 
denden Reihensummeu. 

Hören die Reihen 1) und 2) mit ungeradstelligen Gliedern auf, 
d. h. sind sie von der Form 

*0 + !>,x -f . . . -I- -f 

so bezeichne man sie mit 

+ und y.. + 

und setze diefs in dem vorigen Beweise für /■*,, und V»», so redu- 
cirt man diesen Fall auf den vorigen und kann nun allgemein sagen : 
Wenn die' unendlichen und convergenten Reihen 

"u + "i-»' + + 'G-»’ + • • • 

*0 + + *2-^' + + • • • 
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nur positive Glieder enthalten, so ist ihr Product 
identisch mit 

«0*0 + (“o "f" "i *o) "I" ("« "1" "l *1 4" “i*o) • 

und das Product ihrer Summen gleich der Summe 
dieser neuen Reihe. 

In diesem Falle also ist die Multiplication nach den Regeln der 
Arithmetik geradezu erlaubt. 

Die soeben geführten Schlüsse finden keine Anwendung mehr, 
wenn die Reihen 1) und 2) auch negative Glieder enthalten. Denn 
in diesem Falle kann man niclit sagen, dafs S.^„ sei, 

weil die Glieder, welche I\, mehr enthält als zusammen 
so viel Negatives geben könnten, dafs gleich oder kleiner 

als würde, und ebenso wenig dai-f man behaupten, dafs N,, >■ 
> K Qn sei. 

Um auch diesen Fall zu erledigen, betrachten wir Reihen mit 
alternirenden Vorzeichen, nämlich 

P = «« — — «3^’ + ■ ■ M 

Q = b„ — -f + • • • 

Vorausgesetzt, dafs diese Reihen auch dann ihre Convergenz behal- 
ten, wenn alle Glieder mit gleichen Vorzeiclien genommen werden, 
sind die Summen der Reihen 

"0 f "i-»' + + " 3 ^’ + 1 

*0 + + * 3 ^“ + 

endliche Gröfsen, mithin convergiren auch die Reihen der geradstel- 
Ugen und ungeradstelligen Glieder für sich; setzen wir daher 

fJo = “ü + -I- <'(!■»'“ + • • • , 

U^ = a,x -f «3a:» -I- Oji» + , 

/•„ = Ä„ V' + .-M 

/', = -4- A3X» -f 65x5 -|- — , 

so sind f/o, t/, , y„, endliche Gröfsen*). Nach dem in No. I 
bewiesenen Satze ist nun 

ferner nach der Regel für die Multiplication von Reihen mit positi- 
ven GUedem 

r 

*) Die Nothweudigkeit der gemachten Voraussetzung zeigt u. A. das Beispiel z^t, 
OyS==0, o, s=3 — i etc. Die Reihe 

verliert iifitnlich ihre Convergenz , wenn alle Glieder mit gleichen Vorzeichen genommen 
werden , und daher darf auch die Convergenz der einzelnen Reihen 

H-l + l+‘=‘'=- + 

nicht behauptet werden. 

9* 
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= «0*0 + («0*2 + «J^o)-"' + 

= u^b^x -f (flo*j -f- flj4,)xä -f 

^\^'o= «1*0«^ + («1*2 + «3*o)«^* + 

und daraus ergiebt sich 

to^o - - l-,r„ + L\/\ 

= «0*0 — («0*1 + "l*o'-r + («0*2 + «1*1 + «2*0>”' 

— (« 0*3 + « 1*2 + « 2*1 + «3*0)«^’ + • •• 

Die linke Seite ist eine endliche Gröfse und einerlei mit 



iV„-ti,)(r,-f\)..= PQ 

mithin convergirt die rechts stehende Reihe und hat PQ zur Summe. 
Nach der gemachten Voraussetzung haben wir jetzt folgenden Satz; 
Wenn die unendlichen und con vergirenden Reihen 
«0 — «1«^ + «2«^* — « 3 «"“ + ■ • M 
*0 — * 1 «^ + *2«'* — *3«"“ + • • M 

ihre Gonvergenz in dem Falle behalten, wo alle Glie- 
der mit gleichen Vorzeichen genommen werden, so 
convergirt auch die Reihe 

«0*0 — («0*1 +«i*o>«^ 4 - («0*2 + «1*1 + «2*o)«^‘ — • • • 
und ihre Summe ist gleich dem Producte aus den 
Summen der vorigen Reihen. 

Wie man sieht, darf man unter der angegebenen Bedingung die 
Reihen auf gewöhnliche Weise multipliciren ; dafs im Gegenfalle die 
Gültigkeit des Satzes aufhüi't, mag folgendes Beispiel zeigen. 

N imm t mau 



V” + ^ 

und multiplicirt die convergireude Reihe 

JO) 

VI ya Vs V* 

mit sich selbst, indem man die Glieder auf die angegebene Weise 
ordnet, so erhält mau eine neue Reihe 






S = t. 



‘1 + '3 



'4 + • • 



und darin ist 



— 1 h 



+ - 



y» V(/I— 1)2 V("— 2)3 



+ 



+ — 



V2(«-1J v^ 
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Um diesen Ausdruck zusammenzuziehen, erinnern wir an den be- 
kannten Satz, dafs das geometrische Mittel zweier Zahlen kleiner 
ist als deren arithmetisches Mittel, daher auch 

daraus folgt 

1) < vn^T) 

und lungekehrt 



V(«-/l)(A-f- 1) 

Setzt man in dieser Ungleichung X- = o, i, 2 , 3, . . . » — 1 und ad- 
dirt alle entstehenden Ungleichungen, so erhält man 

^ ^ ~ 

Hieraus ist ersichtlich, dafs t, gleichzeitig mit 71 ins Unendliche 
wächst; die Reihe S divergirt also luid es kann daher ä nicht = P* 
sein. Gleichwohl war die Reihe 10) convergent, aber sie würde eine 
divergente Reihe geliefert haben, wenn man die einzelnen Glieder 
sämmtlich positiv gonoinmen hätte. 

Das gegebene Beispiel zeigt sehr deutlich, dafs man Rechnungs- 
operationen, die für endlich bestimmte Gröfsen gelten, nicht ohne 
besondere Vorsicht auf unendlich fortlaufende Ausdrücke anwenden 
darf. Das vollständige Product der als convergent vorausgesetz- 
ten Reihen 

11) n„ -f 0 ,T -f -f 
und 

12 ) b„ -f- -j- AjX* -|- Äjx’ -!"••• 

ist nämlich 

13) floio fl„Ä,X -f -f- «„XjXä -f- . . . 

+ + «1*3** 4- ■ • • 

+ + a.^b^x3 -|- flj*3X» -f . . . 

+ “ 3 * 0 ^^ -f « 3 * 1 ^^ + « 3 * 2 ^^ + “3*3-''' + • • • 

+ 

und diefs giebt in der That immer eine convergente Reihe, sobald 
man die Glieder in horizontaler oder vertikaler Richtung zu- 
sammen nimmt Aber so ordnet man die Glieder nicht; man ver- 
einigt sie in diagonaler Richtung, indem man immer diejenigen 
Glieder sucht, welche gleiche Potenzen von x enthalten. Diese 
Anordnung ist es, welche den Fehler herbeiführt. Man nimmt 



Digitized by Google 



134 



Cap. V. Die unendlichen Reihen. 

gewisscrmafsen iiniiier nur die eine durch die Diagonale abgeschnit- 
tene Hälfte von dem Quadrate, welches die sämmtlichen Glieder des 
Productes bilden, und bekümmert sich um die andere Hälfte nicht 
Wird nun letztere immer kleiner, je weiter man mit der Diagonale 
herabrückt, so ist eine solche Anordnung erlaubt; wird sie aber im- 
mer grofser, wie in unserem Beispiele, so ist diese Anordnung falsch, 
weil sie vernachlässigt, was nicht vernachlässigt werden darf. Man 
kann diefs auch so ausdrücken: Das Aggregat der Glieder in 13) 
ist das vollständige Product der Reihen 11) und 12), die Reihe 

«0*0 + t"o*i + + «1*1 + « 2 * 3 )^* + • • • 

dagegen nur das unvollständige Product; dieses kann jenes ver- 
treten, wenn das, was zur Vollständigkeit fehlt, immer kleiner wird, 
wie unter den oben angegebenen Umständen; das .im vollständige 
Product darf aber nicht an die Stelle des vollständigen gesetzt wer- 
den, wenn man nicht von der beständigen Abnahmp der Ergänzung 
überzeugt ist. 



§. .33. 

nie Doppelreilien. 

Unter einer Doppelreihe, oder, wie man öfter sagt, einer Reihe 
mit doppeltem Eingänge, versteht man ein Aggregat von Gliedern, 
welche nach folgendem Schema zusaramengestellt sind: 

1 ) +"=+“>+••• 

+ «ü + + "1 + “!. + • • • 

+ 

Das allgemeine Glied einer solchen Reihe wird durch das Symbol 

dargestellt, worin m und v ganze positive Zahlen sind, von denen man 
m den oberen und n den unteren Index nennen kann. Nimmt man 
eine endliche Anzahl von Gliedern aus dem Schema 1) heraus, etwa 



"0 


+ "1 


+ 'G 


+ 


■ • + . 


"t“ « * 

1 u 


+ «'. 




+ 


■ + «L, 


+ «" 




+ <■ 


+ ■ 


• • + 


+ 

-f 




-1). 1 

+ < 


> + . 





so ist die Summe derselben jedenfalls eine endliche Gröfse, sobald 
die einzelnen Reihenglieder selbst endliche Gröfsen sind, und in so 
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fern jene Summe eine Function von m imd n sein mufs, wollen wir 
sie mit 

.(") 

bezeichnen. Die Summe der unendlichen Doppelreihe 1) nennen wir 
dasjenige, was aus wird, wenn man die ganzen Zahlen tn und 
n gleichzeitig ins Unendliche wachsen läfst und hierbei Sind of- 
fenbar zwei Fülle möglich, entweder niunlich nähert sich unter 
den angegebenen Umständen einer bestimmten Grenze ä oder es 
ist eine solche feste Grenze nicht angebbar, sei cs nun, weil sie im , 
Unendlichen liegt oder weil sie überhaupt unbestimmt ist, wie z. B. 
Lim sin (mx -f ni/). Im ersten Falle nennen wir die unendliche Dop- 
pelreihe convergent und S ihre Summe, im zweiten Falle heilst 
die Reihe divergent und besitzt keine Summe. Die Verhältnisse 
der Convergenz und Divergenz gestalten sich hier so eigenthümlich, 
dafs sie einer besonders genauen Untersuchung' bedürfen. 

I. Setzen wir die gegebene Doppelreihe als convergent voraus, 
so mufs jede einzelne einfache Reihe, welche man aus ihr heraus- 
greifen kann, selbst convergiren, weil sie einen Bestandtheil jener 
Doppelreihe bildet; daher mufs jede der einfachen unendlichen Reihen, 
welche aus den horizontal neben einander oder vertical unter einander 
stehenden Gliedern gebildet ist, ebenfalls convergent sein. Bezeichnen 
wir mit sC") die Summe der in ersten unendlichen Horizontalreihen in 
No. 1), d. h. die Summe der m ersten Glieder der einfachen Reihe 

3 ) «„ + “,+“,+••• 

+ + "!. + ••• 

+ 

(jede Zeile für ein Glied gerechnet), so ist «<”•> die Grenze von 
für unendlich wachsende «, und lassen wir in i*”*' auch m noch un- 
endlich zunehmen, so geht Lim ii"’ in S über. Bezeichnen wir auf 
gleiche Weise mit die Summe der « ersten unendlichen Vertical- 
reihen, also die Summe der n ersten Glieder der vielfachen Reihe 

4) «„ -f + “" + • • • 

+ "i + “‘i + "" + • • • 

+ 

(jede Zeile für ein Glied gerechnet), so ist die Grenze von 
für unendlich wachsende m; lassen wir in s, nachher auch n im- 
endlich werden, so wird Lims, = 5. Diefs giebt folgenden Satz; 
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Wenn die unendliche Doppelreihe 1) convergirt und 
S ihre Summe heilst, so sind auch die Reihen 3) und 
4) convergent und besitzen dieselbe Summe S. 

II. Die soeben angcstellten Betrachtungen setzten voraus, dafs 
die Convergenz der Doppelreilie 1) bekannt sei, und scbliefsen von 
da auf die Convergenz derjenigen einfachen Reihen 3) und 4), wel- 
che entstehen, wenn inan entweder jede Ilorizontalreihe oder jede 
Verticalreihe als Glied einer neuen einfachen Reihe ansieht; es fragt 
sich nmi, ob diese Scliliisse auch umgekehrt gelten, ob also aus 
der Convergenz der Reilien 3) und 4) die Convergenz der Doppel- 
reihe nothwendig folgt. Die zur Beantwortung dieser Frage dienende 
Untersuchung ist folgende. 

Wenn eine einfache Reihe convergirt, also die folgenden Glei- 
chungen statt finden: 

Sk = t'o -|- Uk-i 

Jjtfn - S = “|- f I t „ Cg ... i’yj inJ'. 

SO folgt duich Subtraction 

S — Sk = l k t i+i -|- C*+2 

läfst man hier k ins Unendliche wachsen, so wird wegen Lim .S\ = S, 
0 = Lim j l'k -j- I k-k-x -f- Clt+'i -f- . . . j 
d. h. ihan kann bei einer convergenten Reihe IJ^ + + fh + etc. 

die Summe fr-|- f't+i -f- Ur+* etc. kleiner als jede angebbare 
Gröfse machen , wenn man nur k hinreichend grofs wählt. Diese 
einfache Bemerkung läfst sich in unserem Falle auf folgende Weise 
anwenden. 

Aus der gegebenen Doppelreihe 1) bilden wir die Reihe der 
absoluten Werthe aller Reihenglieder, nämlich 



5) 






+• 




-1- 




+• 








+ 




+ 


+ '•«+. 


+• 








+ 




+ r': 


+ c, 


+■ 


+ '•‘o"' 






"+ 












+ 




+ 




+ r<-' 




+ 



Setzen wir voraus, dafs die einfache Reihe der Horizontalcolonnen, 
also die Reihe 
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6) , '•» + '• +'•, + ■ •• 

+ '-ö + r!‘+r“ + ... 

+ 

convergire. so kann nach dem ebenerwähnten Satze die Siunme 

+ • 

bei wadisenden m kleiner als jede angebbare Zahl gemacht werden, 
und wenn wir also mit £ eine willktthrliche Gröfse bezeichnen, so 
kann die vorstehende Summe unter |£ veringert. werden. Da ferner je- ' 
des einzelne Glied in No. 6) nach der gemachten Voraussetzung selbst 
eine convergente Reihe bilden mufs, so kann auch jede der Summen 



8) 





"l" '’n+i 


"1” '’lH-J 




1 




+ '•U. 




11 

r*' 




+ '•U, 




fm— 1 


’+'-r.:' 







für sich betrachtet, unter jede beliebige Gröfse herabgebracht werden, 
wenn man n hinreichend wachsen läfst ; demnach läfst sich jede sol- 
che Summe kleiner als — £ machen und mithin können die in No. 8) 
2m 

1 1 

verzeichneten Glieder zusammen kleiner als w . - £ = - £ werden. Fü- 

2m 2 

gen wir zu den in No. 8) enthaltenen Gliedern noch die in No. 7) 
stehenden hinzu, so folgt nunmehr, dafs die Gröfsen: 

9 ) + '■»+1 + • • • 

'’Ii + 'Ul + • • • 

+ '•U. + • ■ ■ 






+ (Ni) I (m) ■ 

'•i + + 






rr'^+rZ:'^ + ... 



+-r’ + 



(»+■) 



zusammen genommen kleiner als die willkUhrliche Gröfse £ gemacht 
werden können. 6as Aggregat der in No. 9) verzeichneten Glieder 
darf nun jedenfalls für eine Doppelreihe gelten, von welcher eine 
endliche Gliederanzahl 0 und mithin ausgefallen ist ; diese Dop- 
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pelreihe mufs nothwendig convergiren, weil ihre Summe erstli^ we- 
niger als £ beträgt und weil sie zweitens nicht eine unbestimmte 
zwischen endlichen Grenzen hin- und herschwankende Gröfse (wie 
sin oo) sein kann, da sie sich im Gegentheile beliebig klein machen 
läfst. Fügen wir nun zu der unendlichen Doppelreihe 9) die end- 
liche Doppelreilie 







+ '• 


+ 










+ • 


■ ■ f 




+ 


+ 


+ • 


■ ■ + '•L'-. 










• + 'C 



hinzu, so entsteht die Doppelreihe 5), welche nunmehr ebenfalls con- 
vergiren mufs. Unter Rücksicht auf das in No. I bewiesene Theo- 
rem ergiebt sich jetzt der folgende wichtige Satz; 

Wenn die absoluten Werthe der Glieder einer un- 
endlichen Doppelreihe in Horizontalcolftinen grup- 
pirt, convergente Reihen bilden und wenn zweitens 
die aus den einzelnen Horizontalcolonnen gebildete 
einfache Reihe wiederum convergirt, so ist auch 
die Doppelreihe convergent und es bleibt dann 
gleichgültig, ob man die Glieder in horizontaler 
oder verticalcr Richtung vereinigt 
Dafs dieses Theorem sogleich zu gelten aufhört, wenn die absoluten 
Werthe der einzelnen Glieder nicht mehr convergente Reihen liefern, 
wollen wir an dem folgenden lehn'eichen Beispiele nachweisen. Die 
Doppelreihe sei 



+K-r-K'-0’+K-0’-K'4)+K'-0’-- 
+K' -y-K-D’+K' -i)’- K- OVK-9’-' 



+ 

Die Summe der ersten Horizontalreihe ist hier, weil sich je zwei 
Glieder aufheben und zugleich eine unendliche Abnahme der Glie- 
der statt findet: 




Die Summe der zweiten Horizontalreihe ist auf gleiche Weise 
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die Summe der dritten Horizontalreihe 

K-y 

u. s. w. Vereinigt man diese Summe wiederum , so ergiebt sich 

^[5+ G) + G) + • ■] 

— i _ J _ — 4- 1 

2 ■ _'T ~ 2‘ 

2 

Nehmen wir dagegen die Glieder der Doppelreihe erst in Vertical- 
colonnen zusammen, so ist die erste derartige Colonne 

^[i+G) +G) 5 

die Summe der zweiten Colonne 

-j[i+Gy+ey+ 

2 

Die Summe der nächsten Coloune wäre + die der folgenden 

-i:ß + G) +G) + 

u. s. f. Durch Vereinigung dieser Verticalreihen ergiebt sich 
2 3'3 4^4 5^3 

und diefs ist keine convergente Reihe mehr, da sie keine bestimmte 
Summe hat; hört man nämlich mit einem positiven Gliede auf, so 
ist für ein positives ganzes h- 






und 



Lim 5ii_i = 



schliefst man dagegen mit einem negativen Gliede, so ist 






k 



Um = - — 1 = ■ 



/t-1- r 

und die Reihe gehört demnach in die Kategorie der Reihen wie 
1 — 1 + • — t + etc., weil sie dieser immer ähnlicher wird, je 
weiter man geht Das anscheinend befremdliche Resultat, dafs die 
Doppelreihe 10) bei der einen Anordnung convergent, bei der an- 
deren divergent ist, erklärt sich sehr einfach, wenn man die Dop- 
pelreihe erst als endliche ansieht und ijire Summe aufsucht. Schlie- 
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fsen wir die erste Horizontalreihe mit dem Gliede — ^ ~ 

so ist ihre Summe 

K— 

die Summe der zweiten Horizontalreihe ist auf gleiche Weise 
indem man so fortgeht, ist die Summe der mten Horizontalreihe 

ii'-iy-'Ä'-iy- 

f 

Durch Vereinigung dieser m endlichen Horizontalreihen ergiebt sich 





■■+(•- 0 ' 




+ 

1 



oder 







L-1) 




3 


■ / U " 








1 — 1 1 1 


1 - 


- 1 1 — 1 




V V 




V n) 



und diefs ist die Summe der endlichen Doppelreihe. Um hieraus 
die Summe der unendlichen Doppelreihe abzuleiten, mufs man m und 
n gleichzeitig ins Unendliche wachsen lassen und dies giebt: 

- — 1 Lim Lim i 1 I 

Hier ist aber der Grenzwerth von ^ l — 

jine völlig lu 
zunehmen, sc 



für gleichzeitig un- 
endlich werdende n und m eine völlig imbestimmte Gröfse; läfst 
man erst n bei constanten m zunehmen, so ist 

Lim I 



also wenn nachher m unendlich wird 

f jNm+i 

Lim Lim 11 I =1. 

Läfst man dagegen zuerst m bei unveränderten n wachsen, so wird 
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mithin 

Lim Lim I 1 j =0. 

Man kann ebenso leicht jeden anderen Grenzwerth herausbringen; 
setzt man z. B. m -|- i = kn , wo k eine unveränderliche ganze po- 
sitive Zahl bedeutet, so wächst m mit n gleichzeitig und es ist 
jetzt 

1 j = Lim I 1 l 

Die in No. lü) verzeichnete unendliche Doppelreihe hat demnach 
keine bestimmte Summe und ist folglich divergent, obgleich die ein- 
zelnen Horizontalcolonnen selbst couvergiren und auch die Reihe 
ihrer Summen convergent ist; dagegen würden die absoluten Werthe 
der Reihenglieder nicht mehr convergente Reihen liefern und eben- 
defshalb besteht das vorhin ausgesprochene Theorem nicht mehr. 

III. Es seien P und Q die Summen der beiden convergenten 
Reihen 

"o + “i 4" + "s + • • • 

"o +«'i +'’s +"3 + ••• 

von welchen wir voraussetzen, dafs sie auch dann noch convergiren, 
wenn man die einzelnen Glieder auf ihre absoluten Werthe reducirt; 
bildet man die Doppelreihe 

“o»o + «i^o + 'G'’« + “s"o + ••• 

-f “o^i + + • • ■ 

+ “ 0«’3 + • • • 

+ • • • 

SO ist jede der hier verkommenden Horizontalreihen convergent, und 
zwar hat die erste v„P, die zweite e,P, die dritte etc. zur 
Smnme ; ferner convergirt auch die Reihe dieser Summen , denn 

VoP-\-v,P-\-v,P-\-v,P+... 

ist das Product aus P und der als convergent vorausgesetzten Summe. 
Nach dem Theoreme in n convergirt nunmehr auch die obige Dop- 
pelreihe und darf in Verticalcolonnen geordnet werden, d. h. die 
neue Reihe 

“o"o 

+ “i"o + “o«'i 
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convergirt unter den gemachten Voraussetzungen und liat PQ zur 
Summe. Es führt so die Betrachtung der Doppelreilien auf das 
Theorem in §. 32, II zurück. 



Capitel VI. 

• Der binomische Satz. 

§. 34. 

Der hinomi.Hdie Satz, fiir i'anz.o positive Kx]>oneiiten. 

Bereits in den Elementen der Buchstabenrechnung begegnet 
man der Aufgabe, die verschiedenen ganzen positiven Potenzen einer 
zweitheiligen Griifse durch Potenzen ihrer einzelnen Bestandtheile 
auszudrücken; mittelst gewöhnlicher Multiplication erhält man auch 
für die einfacheren Fälle leicht die Auflösung jenes Problemes, wel- 
che in folgenden Gleichungen ausgesprochen ist; 

(« -|- Aj* .= o* -J- 2 oA b*, 

(it -j- b)^ —a'^ -|- -J- ^ab* b^, 

(n + b)*=a* + + *s 

u. s. w. 

Daran knüpft sich die weitere Frage, ob die allgemeine Potenz (n A)“, 
worin g eine beliebige reelle Zahl bedeuten möge, auf ähnliche Weise 
entwickelt werden kann und nach welchem Gesetze die einzelnen 
Glieder der etwaigen endlichen oder unendlichen Keihe gebildet sind. 
Mit dieser Untersuchung beschäftigen wir uns im Folgenden. 

Um zunächst den einfachsten Fall zu erledigen, betrachten wir 
die Potenz (l .r)", worin .r eine beliebige Variabele, dagegen m 
eine ganze und positive Zahl sein möge. Aus dem Gange der Mul- 
tiplicationen , die zur Entwickelung von (l .r)“, (l u. s. w. 

dienen, ersieht man ohne Mühe, dafs die wirkliche Ausfühnmg der 
m Multiplicationen , welche durch das Zeichen (i — x)" augedeutet 
werden, eine endliche Reihe liefern mufs, die mit 1 anfängt und alle 
die Potenzen x, x*, x'*, . . . x" entliält. Denkt man sich dies* Reihe 
nach steigenden Potenzen von x geordnet, so gelangt man zu einem 
Resultate von der Form 

1) n x)” = 1 -|- <\x-f Gjx* -f t’jx» -f- ... — C„x", 
worin C\, t’^, i\, . . . C„ gewisse, vor der Hand unbekannte Zah- 
lencoefficienten bedeuten. Die Bestimmung derselben kann auf ver- 
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schiedene Weise erfolgen , entweder durch combinatorische Betrach- 
tungen oder rein analytiscli auf folgendem Wege. 

Entsprechend der Gleichung 1) ist, wenn wir x um eine belie- 
bige Gröfse Q wachsen lassen, 

(1 -I- X -f p)" = 1 + f,(.r -f p) -1- c,(x -f- p)* -f r;,(x -I- p)“ -I- . . . 

p)” ; 

wir subtrahiren hiervon die Gleichung 1) luid geben der Differenz 
die Form 

'■+*'■[('+ 4 -)’-'] 

='>[(' + 1 ) 

Zur Abkürzung setzen mr 

e _ j ?. — £ 

I -f- ^ ’ X 

und dividiren beide Seiten der vorigen Gleichung mit p, wobei wir 
linker Hand p dmch das gleichgelteude ( l x)i , rechter Hand p 
durch das ebenfalls gleichgeltende xe ersetzen; diefs giebt 

= c, ^s+'x-i + r, " + 

Lassen wir die willkührliche Gröfse p gegen die Nidl convergiren, so 
haben auch S und f die Null zur gemeinschaftlichen Grenze; fer- 
ner ist ' 



0 






mithin geht die vorige Gleichung in die folgende Uber 
«.(!-}- X)”- = C\ -f c, 2x -f- C\ 3X-* -I- t\ 4x» -f- . . ,-f C„ mx" 
Durch Multiplication mit l -|- x wird hieraus 

2) m(t -I- x)"‘ 

= IC, -f (2C, -f lC,)x -f (3C, -I- 2C,)x^ -f (4C, -|- 3C,)x^ 

andererseits ist nach No. I) und durch Multiplication mit m 

3) m(l-|-x)” 

= wi -|- mC,x-|- mC^x^ mC^x'-^ mC^x^ 

Die linken Seiten der Gleichungen 2) und 3) sind identisch, mithin 
müssen es auch die rechten Seiten sein; hierzu gehört nach §. 30, 
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dafs gleiche Potenzen von .r gleiche Coefiicienteu besitzen, dafs also 
folgende Gleichungen statt finden: 

-f ir, =mC, , 3Cj -f SC„ =»iCj ,... 
hieraus ergeben sich der Reihe nach die Werthe der unbekannten 
Coefficienten C’,, 6’, etc. nämlich 



m 


c 


= t\ 


m 


— 1 


m 


M 1 




r’ 






2~ ~ 


i ■ 


2 






c 


— C 


m 


— 2_ 


m 


m — i 


1 

E 




^3 






3 


T 


2 


3 ’ 




r 


II 


m 


— -3_ 


m 


m — 1 


m — 2 








T ~ 


r 


• 2 "“ 


■ 3 ■ 



u. s. w. 

Das Gesetz, nach welchem diese Coefficientenwerthe fortschreiten, ist 
leicht zu übersehen und spricht sich in folgender Formel aus 
_ rnUn — 1 ) (w — 2) . . . (m — [ X- — 1 J) . 

^ ‘ I . 2 . 3 . . . Ä ’ 

durch Substitution der Coefficientenwerthe in No. 1) wird endlich 



5)(t +x)“=l + 



m(in — 1 ) 
I .2 



m(m — 1 J («1 — 2) 



1.2.3 



SO entsteht 



Setzt man ^ ~ mid multiplicirt beiderseits mit a" 

die Formel ’ 

6) (« + br = «” + ™ «— b + b^ 

-L — 2) ^3 . 

' 1.2.3 -r--". 

diese enthält die allgemeine Regel, wonach jede zweitheilige Gröfse 
a -\-h auf die m“ Potenz erhoben werden kann, vorausgesetzt, dafs 
m eine ganze positive Zahl ist Die Gleichung G) heifst daher der 
binomische Satz für ganze positive Exponenten. ' 

Die hierin vorkommenden Coefficienten, welche anfangs provi- 
sorisch mit C,, Cj, Cg, etc. bezeichnet wurden, nennt man Bino- 
mialcoefficienten und bezeiclmet sie am zweckmäfsigsten*) durch 
(w) 3 , etc. so dafs 

m{m , — 1) (»1 — 2) . . . (m — [A — ij) 

1 . 2 . 3 . . . X- 



7 ) 






JL»» 

*) Die frühere, sehr schwernUlige Bezeichnong war später schrieb man, wie 
auch hie uud da nuch jetzt, ; das letztere Zeichen wird aber unbequem, sobald m 
ein Bruch ist , was bei dem nachherigen allgemeinen binomischen Satze vorkummeu 
kann. 
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ist; statt der Formel ü) liifst sich dann kürzer schreiben 

8) (a + 6)” = + 

wobei der Symmetrie wegen (m),, für l gesetzt wurde. 

Mittelst der Formeln 7) und 8) kann man nicht nur die ganze 
Entwickelung von (« -f* ausführen, sondern auch jeden einzelnen 
Bestandtheil derselben, unabhängig von allen übrigen angeben. Wird 
z. B. verlangt, aus der Entwickelung von (u -f- denjenigen Sum- 
manden herauszuheben, worin vorkommt, sö hat man für diesen: 

, ( 13 ). aH^ = 1 .? a’%-> = 1287 n^b\. 

' 1 . 2 . 3 . 4 . 

Da es nicht selten bequem ist, eine Tabelle der Binomialcoeffi- 
cienten zur Hand zu haben, so wollen wir noch zeigen, wie eine sol- 
che leicht aufgestellt werden kann. Aus der Gleichung 

(1 X)“ = (ot)„ -f- (m)ia- -f -f- ' -f^ . . . . 

folgt durch Multiplication mit i -|- x 

= ("»)o + [Wo +('")i> + [(™)i +•••; 

andererseits ist auch, wenn man in der vorhergehenden Gleichung 
m 1 für m setzt 

(l-f x)"-‘ 

= (»«+ l)o + ('”+ + + (”•+ Da*’ + 1 

folglich hat man durch Vergleichung beider Entwickelungen von 
(1 -j- x)"'*'' 

(m)o =(/n-f 1)„, (m)o -Km), =(m-|- 1), , (m), -f (m), = (m -f l)j, 
(m) 2 -j-(m) 3 =(m-fl )3 u. S. W. 

Die erste dieser Gleichungen sagt nichts Neues, dagegen liegt in 
den übrigen, welche allgemein durch 

9) -f (»i)t = (>n 1 )* 

ausgedrückt werden können, der Satz, dafs die Summe zweier be- 
nachbarten Binomialcoefficienten wieder einen Binomialcoefficienten 
giebt, welcher zum nächst höheren Exponenten gehört. Von den 
Werthen (t)o = i und (i)i = i ausgehend, bildet man hiernach 
leicht durch blofse Addition von je zwei in einer Horizontalreihe 
stehenden Zahlen die folgende Tabelle der Binomialcoefficienten : 
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m 


('")o 


('«)i 


('">2 


('«>3 


("Ol 


('")5 


(Bl)g 




("')s 


1 


1 


1 
















2 


1 


2 


1 














5 




5 


5 


i 












4 


> 


4 


6 


4 


1 










5 




5 


10 


10 


5 


1 








6 


1 


6 


15 


20 


15 


Ö 


' 






7 


1 


7 


21 


35 


35 


21 


7 


1 




8 


1 


8 


2Ö 


5Ö 


,0 


56 


ce 

C4 


8 


1 



U. S. W. 

Noch erwähnen wir einige Eigenschaften der Biuomialcoefficienten. 
Setzt man in der Formel 8) einmal <i = i , h = z, das andere 
Mal a — z und 6 = i , so erhält man in beiden Fällen linker Hand 
dasselbe, folglich müssen auch die rechten Seiten gleich sein d. h. 

('")o -f • • • -}■ (“)»— i“"”’ = 

= ' \- • 

■ • ■ 4 - ("Om-,-* + ("Om-.* + (”>)»■ 
Die Vergleichung der Coefficienten gleichnamiger Potenzen von z gicbt 

(">)o = ('")m, (">), — (">)2 =("’)*„,••■ • 

Überhaupt 

10) (wi)* = ('"l»i-t; 

demnach sind diejenigen Binomialcoefficienten gleich, welche von 
Anfang und Ende gleich weit abstehen. Da in jedem Falle die An- 
zahl der Binomialcoefficienten -|- i ist, so folgt noch, dafs es 
bei geraden m einen mittelsten Binomialcoefficienten giebt, der nur 
einmal vorkommt, während bei ungeraden m jeder Coefficient zwei- 
mal vorhanden ist. 

Die Gleichung ö) liefert für r = -|- l 

11) 2" = (m)g -|- (bi), -f- (wi), -|- (bi)j -f- . . . 

dagegen für j: = — l 

12) 0 = (»i)o— ( bi), 4(>n)j — (i«) 3 -|- ; 

auch diese Relationen sind leicht in Worte zu fassen und mittelst 
der aufgestellten Tafel zu verificiren. 

§. 35. 

Die Courer(^enz der allgetncinen Binomialrcihc. 

Nachdem wir die Entwickelung von (i j;)f‘ für den Fall eines 
ganzen und positiven /t erledigt haben , wenden wir ims zu der all- 
gemeineren Frage, ob eine ähnliche Entwickelung auch bei jedem 
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anderen p möglich ist Wir betrachten defshalb die Reihe 



1) < + + 



— n((t — 2) 



+ ... 



1.2 ' 1.2.3 

und stellen uns die Aufgabe, ihre Summe zu finden. 

Wenn nun fi keine ganze und positive Zalil ist, so geht die ge- 
nannte Reihe in's Unendliche fort, und von einer Summirung der- 
selben kann nicht eher die Rede sein, als ihre Convergenz aufser 
Zweifel steht; daher bedarf es erst einer Voruntersuchung über die 
Bedingungen, unter welchen die Reihe 1) convergirt oder divergirt. 

Bezeichnen wir zot Abkürzung die Coefficienten, von.r, x-, x^ eta 
wieder mit (p),, (n)^, (f*)s etc., so haben wir bei unendlich wach- 
senden » 



Lim 



Mn 



= Lim 



— n 



= Lim ! — ^ 



n 1 



’ I" + ' 

und nach §. 28 convergirt oder divergirt die Reihe 1) jenachdem 
der absolute Werth von — x weniger oder mehr als die Einheit be- 
trägt. Der Fall .r* i ist daher sofort auszuschliefsen , und da 
für a:* I die Reihe convergirt, so haben wir nur noch die Fälle 
.r = 1 und .r = — 1 zu betrachten. 

Bei der ersten Voraussetzung .r = -j- l unterscheiden wir die 
Fälle eines positiven und eines negativen p, wobei immer I der ab- 
solute Werth von p sein möge. Für ft = -|- A geht die Reihe in 
die folgende über 

1) a-2) 

2.3 



2) 






O^AO- 



+ ••• 



1^2 ' 1 

und da A keine ganze Zahl ist, so giebt es immer zwei aufeinander 
folgende ganze positive Zahlen k — 1 und k\ zwischen denen A liegt 
Die vorstehende Reihe läfst sich nun in die Form bringen 



+ ...+ 



+ 



A(A— i)...(A — [*— 1]) 



1.2.3. 
A(A — 1). ..(A- 
iT 

A(A-l^., 

1 . 2 



..k 

-[A- l])fA -A) 



3 A-(A-j- 1) 



-1) 



*(A + i; (A-f 2) 



+ W* 



— 1 'F 0)i (l)a “f" "I" 

A — A (A — AUA — A -}- 1 ) 

A-fl+ -pqFTuÄ-f-2) 

_ ^ J+J'J ^ +_?) J. ) . 

, (A ^ 1) (A -j- 2) (A -j- 3J j’ 

10* 
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sie zerfällt demnach in zwei Theile, von denen der erste eine end- 
liche Reihe von k Gliedern bildet, während der zweite eine unend- 
liche Reihe mit altemirenden Vorzeichen entliält. Die letztere Reihe 
convergirt unbedingt, wenn die Reihe ihrer absoluten Werthe 
k — k (^-A)(X— (^— ;)(X — — A-t-2) 

A; -|- 1 (Ä -f- 1) ( Ä -f- 2) + 1 ) (^’ -|- 2) (k -f- 3) 

convergirt; diefs ist aber nach §. 26 der Fall, mithin findet die Con- 
vergenz der Reihe 2) für jedes endliche A statt. 

Wenn zweitens (unter der Voraussetzung .r = -f i) p = — X 
ist, so wird die Reihe 1) zur folgenden 

1 1 . ‘2 1.2.3 +•••■' 

welche nur für A i convergiren kann, weil für A = i die Glieder 
einander gleich werden und für A >■ i eine steigende Reihe bilden. 
Ist nun A 1 , so hat man 

A -f- « 
n -f- i 

A(A -f 1) ...(A-f« — I) a 
1.2....fl(«-f 1) 

u. s. w. 

mithin beträgt jedes Reihenglied mehr als das darauf folgende; zur 
Convergenz gehört daher noch, dafs für » = oo 

lü. W +iil> + 'S,, -l'+l-i) ^ , 

1.2.3 n 

sei. In der That ist diefs nach §. 22 Formel 2) der Fall, wenn A 
weniger als die Einheit beträgt ; hieraus folgt, dafs die Reihe 3) für 
A <; 1 convergirt. 

Auch im zweiten Hauptfalle x = — l unterscheiden wir, ob 
positiv oder negativ ist Für /* = -|- A haben wir die Reihe 



1 > 



A(A-f 1)...(A-|-»— 1). 



1 . 2 . 



J _ A A^— J) _ 20-^1 

l' 1_2 40Z ~T' 



1 ' 1.2 1.2.3 

welche sich unter der Voraussetzung, dafs A zwischen k — i und k 
liegt, auf dieselbe Weise wie die Reihe 2) zerlegen läfst in 
1-Wi + W. - +{^>-1 



f 1 + 



A — A (A—i)(A_A-|-l) 
k + i+ ^A+l)(Ä-f2) 

(Ä _ A) (k -A-t-l)(A -A-t-2) 1 

' ■(Ä-fl)(A + 2j(A-f3) 

Wie schon bei Gelegenheit des Falles :r = l , f* = — X gezeigt 
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worden ist, convergirt die letzte Reihe für jedes endliche l ; dasselbe 
gilt auch von der Reihe 4). 

Endlich erhalten wir unter der Voraussetzung x = — l , (i = 
— 1 die Reihe 



5) 



, 1 , 1(1 -;j- 1 ) I ^(1 ' (1 ~f~ I 

■ I I < o ' IO» ' 



1.2 ' 1 . 2.3 

und diese divergirt für jedes 1 >■ 0 , wie das in §. 26 entwickelte 
Kennzeichen lehrt. Durch Zusammenfassung aller bisherigen Ergeb- 
nisse gelangen wir zu folgendem Satze: 

Die unendliche Reihe 



— 1 ) 



+ 



— 1) (f* — 2) 






^ 1 ^ 1.2 ' 1 . 2.3 

convergirt für jedes endliche fc, wenn der absolute 
Werth von x weniger als die Einheit beträgt; ist 
dagegen a; = -f i , so mufs j» zwischen — 1 und -|- oo 
liegen, undist x = — i, so mufs ^positiv sein, wenn 
die Reihe convergrren soll. 



§. 36. 

Der Hllgemciiie binomische Satz. 

Unter der Voraussetzung, dafs die vorhin betrachtete Reihe con- 
vergirt, läfst sich deren Summe als eine noch unbekannte Function 
der Variabelen (* betrachten und demgemäfs mit f{n) bezeichnen; 
zugleich wollen wir die Abkürzung 

/ -v _ 1) (t* — 2) .. . (i* — [1— tj) 

1.2.'3....1- 

einfübren und daher 

1) /(h) = (t*)o + (f*),^^ -f 4- 

setzen. Für ein ganzes und positives n kennen wir bereits die Summe 
der Reihe, nämlich /((x) = (i -f- x)^; es fragt sich daher, ob man 
den Fall eines gebrochenen oder negativen auf den vorigen Fall 
zurückführen kann. Hierzu dienen folgende Betrachtungen. 

Entsprechend der Gleichung 1) ist, wenn wir für fi das eine Mal 
a, das andere Mal ß setzen, 

/(“) = («)o 4 («)i-t4 (“)3^® 4 (“)3^’ 4 1 

Aß) = (ß)o 4 (ß)i^ 4 4 (ßh^^ 4 ; 

vorausgesetzt, dafs beide Reihen unbedingt convergiren, dürfen wir 
auf gewöhnliche Weise multipliciren und erhalten dadurch ein Re- 
sultat von der Form 

2) /(“) -Aß) = «0 4 4 • 4 <^3^° 4 



Digilized by Google 




150 Cap. VI. Der binomische Satz. 

worin die neuen Coefficienten c„, c,,.c, etc. durch folgende Glei- 
chungen bestimmt sind 

=(‘‘)o(ß)l +(“)lWo- 
= (“)o(ß)t + (“h(ß)l + (“)s(/*)o. 



d. i. allgemein 

3) c. = (o)„(^),-f (o),(^)._, + 

+ Wn-Jß), + (/»)l + (“).(/»)« 

und ebenso 

4) = (“)o(ß)n+, + («)l(ßK + (“)a{ß}m-, +•••• 

. . . . -f- (a)n-,(ß)t -|- -|-(“)n+i(fto- 

Um r. kürzer ausdrttcken zu können, stellen wir folgende identische 
Gleichungen auf 

o. ß-TZJ^ 

«-fl » + t ’ 

g — 1 , ß — i’i — 0 

n -f 1 «-fl ’ 

0 — 2 . /3 — (n — 2) 

»-fl "^ « -f 1 ’ 



« -\-ß—n 
' «-fl 



o — (« — 2) 

‘ 

— “ — — u 

n-f 1 
a — n 



+ 

+ 



ß-'i 
»+ ‘ 

n ^ 1 

ß 



” -f 1 ' ” "h * ’ 

hiermit multipliciren wir die Gleichung 3) und benutzen rechter Hand 
bei der Multiplication des ersten Summanden die erste Form, beim 
zweiten die zweite Form u. s. w. ; diefs giebt 

"TVi“ ~ (")o(ß)n 



0 — 2 



ß-(»-i) 






+ 7+7 + „-fl 

+ •••••, 

H ' («)n-,(ß)l (<‘\-,(ßh 
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Zufolge der Definition von (p)* ist 

ff*)* = (M)/r+i oder ((* — k) (p)t = (* -f 1) (p)t+i ; 

diese Formel kann man auf jeden einzelnen der vorigen Summan- 
den an wenden und zwar in der ersten Verticalreihe für p = o, 
* = 0, 1, 2, ...ff, in der zweiten Reihe für (* = /J, A = », « — l, 
... 1 , 0; man erhält 

a -j- ^ — ff 1 






n — 1 



+ ,7ij7Y +7:^1 



+ 






+ (“)n+|(^)o + ^ _p'j (“)n(ß)l 

und durch Zusammenfassung der in diagonaler Richtung vofkommen- 
den gleichartigen Summanden 

a -I- (3 - ff 

ff 4- 1 “ 

= (“)o(^)«+l + (“)l(^)n + (“)i(ß)n-, + + (“)n(ß)l + (“)n+,(^)ü" 

Die rechte Seite ist nach Formel 4) identisch mit c,+, , und daher 
bei umgekehrter Anordnung 



o-f- 1* — ” 

/* — /» 

•+' " ff -f- i • 

Man kennt unmittelbar den Anfangscoefficienten = (a)„(^)i, = l, 
mithin läfst sich die vorstehende Gleichung benutzen, um der Reihe 
nach c,, c^, c, etc. zu bestimmen, indem man successiv «=0, 1,2, etc. 
setzt J diefs giebt 

r —r " + ß — “ + ß 
1 0 1 , > 

o-J-/* — 1 (“ + /*)(“ + /* O 

2 ~ 1.2 ’ 
a+ß — 2 l)(B-f/3 — 2) 

fj = c, ^ = , . 



u. s. w. 

Nach Substitution der Coefficientenwerthe nimmt die Gleichung 2) 
folgende Form au 
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“+^_ I + (*— <' . 



x+ 



1 .2 



r« + ß) (o -1^(3 — j ) (o + ^3 I 

' 1 . ‘2 . 3 



h 



die rechte Seite ist hier nach demselben Gesetze we die Reihe für 
/(p) gebildet, wenn man sich o ^ itn die Stelle von p gesetzt 
denkt, mithin ist 

5) f(a).ftß)=/(c, + ß). 

Bevor wir zeigen, wie sich aus dieser Eigenschaft der Function 
f die Form der letzteren bestimmen läfst, wollen wir erst die Frage 
nach der Continuitüt der gesuchten Reihcnsuinme discutiren. Da 
die Summe jeder I’otenzenreihe innerhalb der Grenzen der Conver- 
genz eine stetige Function derjenigen Variabelen darstellt, nach de- 
ren Potenzen die Reihe fortschreitet, so ist die Summe der Reihe 



1 



i .‘2 



+ T72.3 ' +••• 



eine stetige Function von .r, solange die Convergenz der Reihe statt- 
findet, also z. B. für jedes p, wenn x zwischen — i und i liegt. 
Um zweitens zu entscheiden, ob die genannte Summe auch eine 
contiuuirliche Function von p bildet, nehmen wir in der Gleichung 
5) o = p — t, ^ = und erhalten 

/((* — 0 -A^ + 0 =/(f* + , 

oder umgekehrt 



/tt* -I- <5) 



=/(« + «; = » + 1 + 



« + » — 1 



' + ■ 






/(p_r) ./V ^ . 2 

Die eingcklammerte Reihe convergirt, wenn ^ -f - 1 und x denselben 
Bedingungen unterworfen werden wie früher p und x; hieraus folgt, 
indem man i und t gleichzeitig der Null immer näher kommen lälst 

L/m = 1 , 

Af‘ — 0 

mithin ändert sich /(p) continuirlich, solange die Reihe convergirt 
Diese Sätze zusammen führen zu dem Resultate, dafs die Summe der 
betrachteten Reihe innerhalb des Convergenzintervalles eine stetige 
Function von x und p ist 

Wir kehren nun zur Gleichung 5) zurück. Nehmen wir darin 
zuerst n = /3 = p, so erhalten wir 

[/fp)]«=/(9p); 

diese Gleichung multipliciren wir mit /( p) und wenden rechter Hand 
wieder die Formel 5) für « = 2p und ß = i* an ; diefs giebt 
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Auf gleiche Weise gelangen wir durch nochmalige Multiplication mit 
/(fi) zu der Relation 

so fortgehend erhalten wir überhaupt für jedes ganze positive k 

Ist nun p ein positiver Bruch = worin' p und g ganze positive 

Zahlen bedeuten, so können wir die willkührliche ganze positive Zahl 
i gleich dem Nenner g nehmen und haben dann 




wegen des ganzen positiven p ist der Werth von f(p) bekannt und 
zwar = (t -f jT)*’, mithin 

[/(J)]’ = (' + oder /g) = (1 + a-)l 

Die Frage, welcher von den möglichen verschiedenen Werthen des Aus- 

f * * 

drucks (1 -f X)» = y(t -|- x)’’ hier gelten soll, entscheidet sich 

durch die einfache Bemerkung, dafs die Function /(f*), gemilfs ihrer 
in No. 1) gegebenen Definition , für x = o den Specialwerth 1 er- 

p 

halten mufs; es ist daher (l ini absoluten Sinne zu nehmen. 

Da jede rationale positive Zahl 1 entweder eine ganze Zahl oder 
ein Bruch sein mufs, so lassen sich die beiden Gleichungen 

/(m) = (1 -f x)“ und /^0 = (l-|-x)« 

zusammenfassen, indem man sagt: für jedes positive und rationale 
1 ist 



/(i) = (1 + x)^ 

Um diese Gleichung auf positive Irrationalzahlen auszudehnen, 
genügt die Bemerkung, dafs man ein irrationales p mit jedem belie- 
bigen Genauigkeitsgrade durch rationale Brüche I (Decimalbrüche) 
darstellen d. h. den Unterschied zwischen p und I beliebig klein 
luaclien kann. Aus No. 5) folgt nun für a = A, ß = p — I 



= (t + 




X 4- (f * ~ ^ — 0 

1.2 



X» 




oder kurz 



/W = 0 +^/j> 
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WO S die Summe einer convergirenden Reilie, mitliin eine endliche 
Gröfse bedeutet; da die Differenz ^ — 1 kleiner als jede angebbarc 
Zahl gemacht werden kann, so nähert sich I der Grenze j», der Fac- 
tor l (p — l) S der Grenze l , und die rechte Seite der Grenze 
(1 -|- x)“. Man hat daher für jedes positive n 
0) -f xf. 

Aus der Gleichung 5) folgt endlich für o = p und ß = — fi 

/(/*) (1 -j- xy* 



/i-f*) 



= (> 4- X) 



—1^ 



mithin gilt die Formel 6) auch für negative p. 

Durch Zusammenfassung der bisherigen Resultate gelangen wii' 
zu folgendem Satze: 

Bei ganzen positiven gilt die Formel 
7) . (1+^)" 

f* 

1.2 









-f .... 



1.2.3 

für jedes reelle x; ist dagegen g nicht ganz und po- 
sitiv, so mufs im Allgemeinen x zwischen — l und 
-f- 1 liegen. Für x = -^ 1 bleibt die Gleichung nur 
unter der Bedingung — l ■< f* ■< -|- oo richtig, und im 
Falle X = — 1 darf fi nur positive Werthe erhalten. 
Des späteren Gebrauchs wegen erwähnen wir einige specielle 
Fälle der Formel 7). Für p = — 2 wird 
1 



(1 -f X)» 



= 1 — 2x -f 3x* — 4x’ -|- . . . ., 
— 1 <x < -f 1. 



für fl = — 



V‘ + 



1 ,1.3 

=' -5'+ 



_ 1 . 

2 " ' 2 . 4 ~ 2 ^ 

— 1 <x<-|- l; 



4.6 



+ 1 



für fl = -f - 



, X 1 x“ , 1 .3 x^ 

+ 4"2~2v‘^ r.T 6~ 

' — • ä ^ = 4' ^ ; 

aus der letzten Gleichung folgt noch durch Anwendimg einer be- 
kannten Formel 
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V' -- 



• yi 



:1 (y, + x-yr 



_ j: . 1 . 3 x’ . 1 .3. 5 .7 X* . 

“ sT ^4 6 2. 4. 6. 8 10 '' ' 



— 1 X < y 1. 

Ist die fl*« Potenz einer zweitheiligen Gröfse zu entwickeln, so 
nenne man a denjenigen Theil, welcher den gröfseren absoluten 

Werth hat, nehme in No. 7) x = - und multiplicire beiderseits mit 



a>‘ ; die entstehende Formel 
8) (fl + i)“ = fl“ + J fl'*-» b -f 



fl'*-* A* 



+ „fi-3 A3 . . . . , 

• 1.2.3 ^ ’ 

heilst der allgemeine binomische Satz.. 

§. 37. 

Der Rest der Btnotnialreihe. Anwendungen. 

Wie in §. 35 zerlegen wir die binomische Reihe in zwei Theile, 
deren erster aus k Anfangsgliedem besteht, und deren zweiter alle 
folgenden Glieder enthält; wir setzen demgemäfs 

1) (1 + x)#* = (fi)„ y ()i),x y (fi),x^ y (fijjx^ y 

. . . . y (fi)i_i x*-> y /?*, 
wo Ri der Rest der Reihe ist, nämlich 



2) Ä* = (fi)*3^* I« + ^ ^ + 



(,. - A) (fl - * - 1) 



X« y. 



(X- y 1 ) (X- y 2j 

Wir unterscheiden nun folgende Fälle. 

n. Es sei p eine ganze positive Zahl = m. Selbstverständlich 
ist dann k <Cm, und wenn wir gleichzeitig x als positiv voraus- 
setzen, so beträgt die Summe der Reihe 

OT — * (m — A) (m — A — 1) 

■ + iTf'+^‘+Trr*w" 

mehr, als Null , aber weniger als 



, 7/1 , 

1 + t :' + 



X* 






diese Reihe bildet eine geometrische Progression, deren letztes Glied 



e*)' 



ist, deren Summe also durch 
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( mx\ 



1 



(T)" 



’ /!• 

dargestellt wird. Der Rest Ih liegt demnach zwischen Null und 

V in— Ar+I 






f mx'v" 

w j 



1 — 



oder es ist, wenn p einen nicht näher bekannten positiven echten 
Bruch bedeutet, 



•i) 



ffk = Q (S)t^ 



OCpC 1. 



1 — 



Bei negativen .r ändert sich nur wenig au diesen- Schlüssen. 
Bezeichnen wir nämlich den absoluten Werth einer Zahl z mit [:J, 
so liegt die Summe der Reihe 3) zwischen 



und 



-i'+[M+[M+ - • 
+ i'+[M+[M+- •• 



hieraus ersieht man leicht, dafs unter folgender Form dargestellt 
werden kann 



5) 



ftk = 9 



1 — 


wx’ 


m— Ir+l 


1 — 


mx 












Die Formeln 4) und 5) lassen sich zu einer einzigen zusammenzie- 
ben, welche äulserlich mit der letzten übereinstimmt; man hat da- 
bei nur zu merken, dafs bei positiven x auch p positiv sein mufs. 

In dem speciellen Falle, wo ein echter Bruch ist, hat man 









J 



Ci; 



durch Multiplication dieses Zählei-s mit g entsteht ein kleinerer ech- 
ter Bruch, welcher g heifsen möge, und daher wird einfacher 

g (w;)t X* 



6) 



/>k = 



-[tT 



— ICeC+l, ocmxc^. 
Auch hier entspricht einem positiven x ein positives g. 
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Als Beispiel diene die Aufgabe, in Ermangelung grüfserer loga- 
rithmisclier Tafeln den Werth von 

(1, 00000 00007)“’“““"'' 

auf 10 Decimalstellen genau zu berechnen. Hier ist 
7 7 

X — —— , »I = 10", mx = — - 1, 

10 “’’ ’ 10 ' ’ 

Ä, = p' . 0, 0007 . . . , = Q .0, 00000 0245 . . . , 

Äj = p' . 0, 00000 00000 57 . . . 

woraus man ersieht, dafs für die verlangte Genauigkeit k mindestens 

= 3 genommen werden mufs ; diefs giebt 

(1, 00000 00007)^“"““““ = 1, 00070 024505 

b. Es sei zweitens n positiv aber nicht ganz; die binomische 

Reihe geht dann ins Unendliche und convergirt für — 1 ^x 

Dasselbe gilt von der Reihe in Ko. 2); wir nehmen dann die will- 

kührliche ganze positive Zalil n und unterscheiden die Fälle 

eines positiven und eines negativen x, nämlich x = -J- ^ und x = — 

Im ersten Falle wird die erwähnte Reihe 






^ — f* t I (* — >») (k — ä J- O 

^ 5 T //. I t'. //. ”i «V * 



U + 1)(* + 2) 



8 ) 






(Ä — fl) (* — (t + 1) 



"1“ ') "I" 2) 






fl + 2 



und im zweiten Falle 
k — H 

A-f- 

Da die Factoren 

k — fl k — 

-rpi ’ “ir:F2 ’ A -> 3 ’ — ’ 

sämmtlich positive echte Brüche sind und S die Einheit nicht über- 
steigen kann, so ist in den Reihen 7) und 8) jedes Glied gröfser 
als das darauf folgende; die Summe der Reihe 7) liegt daher zwi- 
k — u 

sehen l und l — J und ist gleichfalls ein positiver echter Bruch. 

Um indeseen für die Reihen 7) und 8) einen gemeinschaftlichen 
Ausdruck zu erhalten, bemerken wir, dafs die Summe der ersten 
Reihe weniger beträgt als die der zweiten und dafs letztere wieder 
kleiner ist als 



k -J- 1 

wo [x] den absoluten Werth von x bezeichnet Verstehen wir un- 



A+l^ 



Digitized by Google 



158 Cap. VI. Der binomiBohc Satx, 

ter f einen nicht näher bestimmbaren positiven echten Bruch, so 
können wir die Summen der Reihen 7) und 8) unter der gemein- 
schaftlichen Form 

t 



1 



r 1 

■x-+Y W 



darstellcn und haben dann für den Rest den Ausdruck 
e (ft)» 



9) 






. * ~ r I 

’ - x-f 1 



t > p 0. 



r. Es sei drittens p negativ = — X; die in No. 2) vorkommende 
Reibe wird dann bei positiven x zur folgenden 



10) 



, ^ t J_ “h ' ti _• 

X + 1 « -r X ,7, X + 2) • • • • •’ 



dagegen bei negativen 



11 ) 



X -f i (X- J- X) ( x^x + o 

ri-4- + 2» 



^+X+l^+ 

X -f X 



.... 



Da der Ausdruck " , ~ I bei unendlich wachsenden X sich der Grenze 
X -j- 1 

^ nähert, so kann man im Falle | d i ist, X so grofs nehmen, dafs 
das genannte Product weniger als die Einheit beträgt; in der That 
braucht man zu diesem Zwecke nur 



12) 



f-' d.i. *>7'Lri' 

1—1 1 — [.vj 



wählen. Die Reihen 10) und 11) besitzen dann abnehmende Glie- 
der und positive Summen, welche kleiner sind als 

13) -+:i,'i+Gi;o’+(*-+i‘*y+- 



1 



X-f X 
X-fl^ 



1 



X -|- 1 



[^] 



mithin lassen sich die Summen der Reiben 10) und 11) unter der 
gemeinschaftliclien Form 

1 



14) 






darstellen, wo p einen nicht näher bestimmten positiven echten Bruch 
bezeichnet. Diese Schlufsweise erleidet in dem Falle i = l eine 
Ausnahme, weil dann die Bedingung 12) nicht erfüllbar ist. Nun 
convergirt aber die binomische Reihe bei negativen p = — X nur 
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unter den Bedingungen x = -}- 1 und — * <C >* oder 1 1 , und 

dann sind 

X-f 2 ’ /-fö ’■■■■ 

von selbst positive echte Brüche; in der Reihe 10) beträgt dann je- 
des Glied mehr als das folgende, mithin ist ihre Summe <; l und 
daher auch kleiner als die in No. Bl) angebene Reihe für | = l. 
Demnach bleibt der Ausdruck 14) noch für .r = -f- l anwendbar, 
und daraus ergiebt sich für den Rest die Formel 



lh = 



e (f>)t 

_ ^ 

/ + 1 



x> 



r.r| 



l^x] — 1 
I - W ’ 



1 >e>o. 



Durch Zusammenfassung der gewonnenen Resultate erhalten wir fol- 
gendes Theorem: 

Für nicht ganze positive wird der Rest der Bino- 
mialreihe durch die allgemeine Formel 
e (ß)t X* 



1.5) 



Hl = 



‘ + r-j 



0 Cp < 1 



X f- 1 

ausgedrückt und zwar hat man, wenn p positiv ist, 
X^ ft zu nehmen, bei negativen ft dagegen 

1-14’ 

im Falle = i, >»!>■ — i bleibt X willkührlich. 
Wenn x positiv ist, kann der Rest noch einfacher ausgedrückt 
werden. Die Reihen 7) und 10) , welche dieser Voraussetzung ent- 
sprechen, haben nämlich altemirende Vorzeichen und in jeder ist ir- 
gend ein Reihenglied gröfser als das darauf folgende, wenn in No. 7) 
X f» und in No. 10) 

^ 1-1 

genommen wird. Die Summe der Reihe 7) liegt daher zwischen 

X-ft 



1 und 1 — 



X-J- 1 






sie ist folglich ein positiver echter Bruch, welcher p heifsen möge; 
die gleiche Bemerkung gilt für die Reihe 10) und daher haben wir 
in beiden Fällen die einfache Fomiel 

Ht = Q (ft)* a*, 0 C p C 1 , 

wobei X wie vorhin zu wählen ist. Man kann diefs auch so aus- 
drUcken: Wenn bei positiven x die Binomialreihe soweit fortge- 



Digilized by Google 



160 



Cap. VI. Der binomische Satz. 



setzt wird, dafs sie abnehmende Glieder mit alternirenden Vorzei- 
clien erhalt, so beträgt der Rest immer einen Bruchtheil desjenigen 
Reihcngliedes , welches auf das zuletzt genommene folgen würde. 

d. Mit Beachtung des Restes kann man den binomischen Satz 
zur Ausziebung von Wurzeln beliebig hoher Grade benutzen. Ist 
nämlich aus : die m*' Wurzel zu ziehen, so zerlegt man i so in 
zwei Theile « und h, dafs « die zunächst an : liegende Zahl bedeu- 
tet, deren »*"■ Wurzel rational angcbbar ist; man hat dann 

V%=V«-fÄ==|7«(l-^0=V« (l -f j)", , 

/ b\"* 

wo nun I ' + " I ‘Iß'u binomischen Satze entwickelt werden 

kann. So ist z. B. 

V 129 = Vm + 4 = 5 (^1 + 

= 5i, + i * r r * V 

\ ^3 125 3.ß ' 3.6.9 Vl2äy 

schreibt man kurz 



y 129 = «0 + K, — «ä -f- «3 — -f . . . ., 
so ist die Rechnung folgende 

16 



“o + “i=^ + 



3. lUO 



4 

-II, 

123 ‘ 



32 

3 . 1000 



= 5, 03333 33333 



tt, = 0, 00056 88889 (—) 
^3, 0^276 44444 ' 



4 16 

K, = K, = 0, 00001 01136 (-f) 

125 * 9.100 * ^ 

5, 05277 45580 



64 



12 ■ 125 



II. 



3. 1000 
u. s. w. 



0, 00000 02158 (—) 



5, 05277 43422 



und wiegen der altemirenden Vorzeichen liegt die gesuchte Wurzel 
immer zwischen zwei aufeinander folgenden Werthen. 



§. 38. 

Eigensch&Aen der Binomialcoeßicienten. 

In §. 36 ivurde gefunden, dafs die Summe der endlichen Reihe 

(<*)o(ß)n + WlW,-. + + • • • + (“)«-i(^)l + (“).(/*)o 

durch 
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_ (“ +_^) (“ + /* — j )(“ + / ? — a) ■ ■ . (« 4- ^ — — 1 j) 

" ’ 1.2.5 n 

ausgedrttckt werden kann, mithin wieder ein Binomialcoefficient ist. 
Diese Fundamentaleigenschaft der Binomialcoefficienten stellen wir 
in der Gleichung dar 

1) («MßK + (“),(ßK + (»)sWn-, + . . . +(«)„(|S)„ 

und benutzen sie zur Ableitung anderweiter Relationen zwischen 
Binomialcoefficienten. 



Analog (m)p bezeichnet 






den Coefficienten von i** in der 



Entwickelung von (l -f und zwar ist 

U;, 1 . 2 . 3 . . . ;b 

Multiplicirt man Zähler und Nenner mit a', so erhält man leicht 
. m(m — 2) (m — 4) (m — 6) . . . (»i — 2p 2) 

^ VäJr“ ^ 2~r76 '. .'.“(2pf ■ 

Von diesen Coefficienten halber Exponenten gelten mehrere brauch- 
bare Relationen, welche auf folgende Weise entstehen. 

a. Sei fl eine ganz beliebige Gröfse, n eine positive ganze Zahl 
und folgende Reihe 

3) (i). + <f>, + M, + . . . 

mit der Forderung gegeben , ihre Summe aufzufinden. Bezeichnet 
r eine positive ganze Zahl, so ist ein beliebig aus der Reihe heraus- 
gegriffener Summand von der Form 

C-^-L 

und die Reihe selbst entsteht dadurch, dafs man successive /• = o, 1,2,3, 
...» setzt und alle hervorgehenden Gröfsen addirt. Entwickelt man 
den Werth jedes Factors, so erhält man 



fft — 2n\ 
Jo 



<'>■' (' T 0-, 



fi(fi — l)( p— 2)... (p — 2r-f-1) (fl — 2r) ( fi —2r — 2 ) . . . (p — 2»-|-2) 

_ ^ ^ . 2 . 4 . 6 . . . (2« — • 2r) 

Im Zähler bilden diejenigen Factoren, in welchen gerade Zahlen sub- 
trahirt werden, nämlich 

Sebloailcli algobr. Aoalystt dritte Aoll* 
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fl, fl — 2. ft — 4, ... u — 2r -| 2 und ft — 2r, ft — ‘Ir — 4 , ... 
ft — 2h 2, 

eine fortlaufende KeiLc und wir können daher das Product in fol- 
gender Form schreiben: 

ft(ft — 2)... (ft — (ft — 1 )(ft — .i). . . (u — 2/--f-l) 1 

1 .3.5 . 7.(2/^ I) ■ iT. V. 67'.7(2t ) ■2.4.Ö.T.CJ//— 2n 

Setzt man nocli im Zahler und Nenner die Factorenreihe 
(2f t) (2e -| 3) . . . (2« — 3) (2// — 1 I 
ZU, wodurch sich der Wertli des Bruches nicht äiidert, so erhalt mau 
im Nenner des ersten Factors die ununterbrocliene lleihe der unge- 
raden Zahlen von 1 bis 2 /t -j- 1, mithin: 






r>) 



fl. 



ft(ft— 2)...(ft - 2« -|- 2) (ft— 1)(ft— Ö'— (ft— -2/ -f I) (2« — I )(2»— 5)...( 2r-f 1 ) 
1 . 3 . 5 ... (2// — 1 ) ' 2 . 4 . t> . . . ( 2/' I ‘ 2 . 4 . ti . . . (2// — 2f; 

Der erste dieser Factoren ist von /• unabhängig; wir setzen dalier 
der Kürze wegen 

ft( ft — 2) (> — 4 ) ._. . :fi2) 

T. 3 . 5 . .^ (2« — 1 ) 

Der zweite I-'actor ist nichts Anderes als der Binoinialcocfticicnt 

2"0 ’ leicht durch Formel 2) prüft; schreibt mau den 

dritten Factor in der J'orm 

(2ii — I U2/i — 1 — 2) ... {2u ^1 — 2rt —Yr 2| 

2 . 4.0... (2// — 2/-) 

so erkennt man auch in ihm einen Binomialcoefticienten , näinlicli 






es ist also 



b) 






Setzt man hier successive r = o , i , 2 , ... n und addht alle ent- 
springenden (tleichungen, so folgt , dafs die lleilie 3) gleich ist der 
nachstehenden 



Die cingeklammerte Reihe läfst sich aber nach Formel 1) summiren. 
2n — 1 . ft — 1 

-^-‘ß= 2 - 

oder 



wenn man « = , ß = ' setzt; ihre Summe ist (ct-f ß) 
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p + 2« — _ (f* + -f 2n — 4) . . . (fl + 2) ft 

V. 2 ■■ 2. 4.6. ..(2n) 

Setzt man hierzu den Factor K aus r>), so findet mau, dafs die 
Reihe 3) gleich ist dem Ausdrucke 

f-Cfi (fl — 4) • . - (t* — 2/1 — fi(fi 2) (g +_4)j;^- . (fl -|- 2/? — ^) ' 

1 . 5 . .5 . . . (2/1 — 1 ) ■ 2.4.6... (2/i) 

woraus die Gleichung folgt 

/) (c), (|)_ + if). C 7 + «.). (- 7-‘)___ + ■ • • 

■•+« .("=-r 

_ f/“(f*- — 2-)_(ft“ — 4-_) . . . (fl- — 2n — _2‘ ) 

1 .2. 3 . 4 . . . (2//) ■ 

//. Durch eine ganz ähnliche Transformation gelangt man zur 
Sunimirung der Reihe 

Irgend einer dieser Summanden ist 




f/(g — I) ■ ■ • ( t* — _2/ ) (fl — 2r — 1) (^ — 2r — _3 ) . (fi — 2« 1 ) 

1 . 2 . 3 . . . (2/- -f- I ) ' ' 2 . 4?6 . . .'( 2/1 — ir) • 

Im Zähler bilden diejenigen Factoren. in denen ungerade Zahlen ab- 
gezogen werden, uämlich 

fl— 1, fl — 3,. ..fl — 2/- -1-1 
und 

fl — 2/- — I , fl — 2r — 5 , ... fl — 2/1 -J- 1 
eine ununterbrochene Reilienfolge; wir können daher die rechte Seite 
der Gleichung 9) in folgende Form bringen: 

fi(fi — 1 ) (fl— ^ . . . (fl— 2//-I-2) (u— 2)(fi — 4). . ■ (fl— 2/-) 1 

t .3.3... (2r *4-1) 2.4.6... (2rj '2.4.6... (2ii — 2r)‘ 

Setzt mau noch im Zähler und Nenner die Factorenreihe 
(ir -}- 3) (2r -|- 3) ... (2/i — •) (2« 1) 

zu, so ist der obige Ausdruck gleich dem folgenden 
fi(fi-l)(fi -5). ..(fi— 2//4-1) (f^l(fi_4)...(fi-2i) (2 /i-f 1 )(2/i— 1 )...(2r-| -3) 
1.5.3... (2n -I- tj ■ ” 2 . 4 . 6 . . . (2rj * ' 2 . 4 . 6 . . . (2n — ir) 
in welchem der erste Factor von r unabhängig ist und jnit II be- 
zeichnet werden mag. Schreibt mau die anderen beiden Factoren in 
folgenden Formen: 

11 * 
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(p-2) (i» — 2 - ^ . . . ((X — 2r -t- 2) 
2r4.6...2/' 

(2» J- 1) (2/1 -|- 1—2)^ • (2" 4- « — 

2 . 4 . ö . . . (2// — 2r) 



SO erkennt man in ihnen die Binomialcoefficienten 



und 



('7-0. 

(2^_l) ^ . folglich ist 

Setzt man successive r = o, l , 2 , ...» und addirt alle so ent- 
stehenden Glieder, so findet man, dafs die Reihe 8) gleich ist der 
folgenden 

■+C7-). (”?').] 

woraus man durch Entwickelung des zweiten Factors und Substitu- 
tion des Werthes von K findet: 

10) w.('4-).+w.('‘-7')..,+ ■ 

i . 2.5 . 4 .7. (2« -f l ; 

c. Man bemerkt ebenso leicht, dafs 

, v-L 

^(^— l)(^-3)...(,x — 2»-|- 1) /{xX f2»— n 
1 . 3 . 3 ...(2// — 1) ’ Wr \ 2 

ist, und hieraus findet man, wenn r = 0 , 1, 2, . . . » gesetzt und Al- 
les addirt wird, 

11) (f*)o (^-)^ + Wz - 

_Lf.^ -2/1-1^) 

+ 2 )^— 1 .2.5...(2//) 

d. Aus der Gleichung 
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_ >* (s — 2) (s — 4) • • ■ (>t — in ) — 1 \ /2n 
l.S.5...(2»+l) V 2 JA 2 
ergiebt sich endlich noch für r = o, i , 2, . . . »t und Addition aller 
entstehenden Glieder 

12) (.), + ()•). + W. 

fl — 2n-^2\ _ft(f>» —2») (fl* — 4») . . . (fl» —2«*) 



+ 



/fl — 2« — 2\ fi( 

V 2 jo“ , 



1 .2.3...(2n-f 1) 



§. 39. 

Zusamnien(;c.setztere binomische Entwickelungen. 

Um eine Anwendung der vorigen Formeln zu zeigen, gehen wir 
von den folgenden Gleichungen aus, welche für jedes endliche z 
gelten, ^ 

tV* + ~)^ 

= (p)„d+z)*)l/‘ + (fi).(l+zni(^-‘^ = + (fil,(.t+^‘)4(^-=*)s^+...; 

(Vi+ z« -z>“ 

= (l*)o (1 + - W. (1 + ^ + (fl)* (1 + - ... ; 

die halbe Summe derselben ist 

1) i KV» + + V» + 

und die halbe Differenz 

•^) i KV» + - ^-)"J 

= (»*),(» + 

Betrachten wir zunächst fi als ganze positive Zahl, so müssen 
wir gerade und ungerade fi unterscheiden, denn im ersten Falle sind 

5f*, i(fi — 2), Ufi — 4), J(f<— 6),... 

ganze Zahlen, während gleichzeitig 

^(fi 1), ^ffi 3), ^(ft 5),... 

Brüche sind; im zweiten Falle verhält sich die Sache umgekehrt 
(I. Aus No. 1) folgt unter Voraussetzung eines geraden /i und 
durch Entwickelung der Potenzen von l + s’’ 
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i [(V» + + =)" + (V» + 



= (»*)o 


|(Öo + 


©,=■ + (0 


/•+© 


1 

3 




+ U*)* 






),=*+(- 


— 2 
2 ' 


)."+■ 


+ (f*)! 


i 


©7-: 




—4 

2 


)/•+• 


+ (7*76 


1 






— 6 
2~ 




4- ■ 













wofür wir kurz schreiben 



3) i [(V'l + + (Vl + ^ 

= ^0 + + '^6-“ + 

Der Coefficient von ist hier, wie man aus dem Vorigen ersieht, 

{5). + <'»■(' 2”)._, + C I *)_, + ■ 

oder nach Formel 7) des vorigen Paragraphen 

^ _2i) f|«2 _ 42) ... (1^2 _ 2/7— •2’') 

‘ “ 1.2.3'. 4 i' 2 n) ■ 

Enbvickelt mau hiernach A^, A^, etc. und berücksichtigt, dafs 

Ao = f(*)o (0^ = 1 

*> 

ist, so erhält man aus No. 3) die folgende, für gerade f* gültige 
Formel : 



4) i ftVl + + * l'* + (V'« + - =f] 

= j + .2 I — 2-) 4^7..., ■ 

''1.2'' 1.2. 3. 4 " ' 1.2. 3. 4. 5. 6 ' 

Bei ungeraden ft geben wir der Gleichung 1) die Form 

^ UV ‘ + (V ‘ - ^)“i 

= V'"+ ! (m)o I« + + (/'Is (1 + + • • • { 

und da hier Kf* — *)i iif* — 3) etc. ganze iwsitive Zahlen sind, so 
können wir die Potenzen von 1 wieder in endliche Reihen 

verwandeln. Das Resultat ist von der Fonu 

5) 1 ((v'i+=‘‘ + (v'r+=^ -=)n 

= 1 1 -f- (fl„ + «2"“ "I" "4-^ ) 

und darin 0 ^ = l 
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). 



oder nach Formel 11) des vorigen Paragraphen 

_ t M (t*^— 3^2^ . . — 2« — l”) 

~ ~ 1 T 2 . 3 . '» .T. .'(2«') 



fl — 2/1 — 1 ' 



Geniäfs No. 5) lial/en wir nun für ungerade u: 

«) j [n'‘ + + =)“ + ( V ' + = i"! 

Die Transformationen , welche zu den Formeln 4) und C) führ- 
ten, können auch hei jedem beliehigen j» vorgenommen werden, nur 
ist dabei zu beachten, dafs in diesem Falle die E,\iK)nenten von 
1-}- I- keine ganzen positiven Zahlen sind imd dafs folglich i der 
Hedingung — 1 c : c -(- 1 unterworfen werden mufs. Mau erhält 
zunächst eine unemlliclie Doppelreihe, welche nach ij. üH die Um- 
setzung in eine Reihe von VerticaJcohiunen gestattet, und gelangt 
schliefslich zu dem Resultate, dafs die Formeln 4) und (3) unter der 
lleschränkung < I für jedes u gelten. 

//. Wenn in No. 2) unter fi eine ungerade Zahl verstanden wird, 
so führt die Entwickelung der Potenzen von t -fr* zu einer Glei- 
chung folgender Form 

7) } ((V I -f r* -f -(VI -f r* - -->“1 

= Ä,Z-f «3=*-f .... 

und zwar ist der Coefficient von 



= !• -f -f + . . . . 

* ^ ) ' 1 . 2 ‘ 1 . 2 . 5 . 'I ' 





oder nach Formel lU) des vorigen Paragraphen 

_ |«(fi* — 1 * ) ( u» — 5 * 2 . . . (ß- — 2 « — O 
“ 1 2 . 3. ' 4 ... ( 2 // -ft) ■ 

Daher ist zufolge von No. 7) für ungerade u: 

«'<) i 1(V‘ + -- ( \ ‘ + - ^)“l 

_ . I t‘0‘* — '•) 3 , fi(p* — 2*^) (22^ — 3*) , 

~ I ' I ; 2 3 ' t . 2 . 3 . 1 . 3 ' 

Bei geraden ß dagegen schreiben wir statt No. 2) 
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i [(Vr+^^ + - ( vr+ ^ j 

= V»T^ 1 (f) 1 (i + * + (f*)j ( t + z» + . . . 

und erhalten durch Entwickelung der Potenzen von l 
9 ) i [(V I + - ( V t + - >r\ 

= yr+z^ (A, z + A,z3 + b,zO + ....); 

darin ist 



- (f). (- 2 + (H), + • ■ 



oder nach Formel 12) des vorigen Paragraphen 

^ _p(^* — 4>‘).... ip» — 27/*) 

= 1 .2. 3. 4. . .7 (2« + 1) 

Wir haben daher für gerade /»: 

10) i KVi + z» + z)f‘ - (Vr+T* - z)“l 






= vr=F 



(f* 



— 2 ») 



: £i - j_ ' .3 j_ 

1 1.2.3 “ ' 



— 2*) — 4*) 



z^ + . 



1 . 2 . 3 . 4 . 6 ' y 

Auch die Formeln 8) und 10) lassen eine Verallgemeinerung 
für beliebige n zu, nur mufs dann z'' C I genommen werden, 
c. Setzt man 

■j/i -f- z“ z =x, 

80 folgt 



Vi + z=- -z=-, 






man hat dann aus No. 4) bei geraden p: 



11 ) 



xl“+ - 



‘2. "4.6. H. 10. 12 \ x) ' ••• 

und aus No. 6 bei ungeraden u: 



12 ) 



x“ + 



X‘ 



(p» — i*)(,u» — 3S) i^y I 



+ 



2 . 4 , ti . 8 
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Ferner ist nach No. 8) bei ungeraden ft; 



13) 



xft _ L. 

xl* 



fi(f.s — 1») (f.» — ^ 



+ ' 



• 2 . 4 . 6 . 8.10 



and nach No. 10) bei geraden ft: 



14) 



rl‘ — 






ftfft=> — 2» ) (f*l — * Tj: _ IV I 

' 2 . 4 . 6 . 8.10 \ xj ' 

Bei nicht ganzen ft gelten die letzten vier Formeln gleichfalls, 



wenn der absolute Werth von - weniger als die Einheit beträgt. 



C a p i t e 1 vn. 

Die lleihen für Exponenlia%röfsen und Eogarithmen. 

§•'40. 

13ie Kxpoiicntialreihc. 

In §. 8, Formel 8) wurde gezeigt, dafs bei unendlich wachsen- 
den m die Gleichung 

] = '‘ 

gilt und dafs folglich die natürliche Exponentialgriifse als Grenz- 
werth einer gewissen Potenz betrachtet werden kann ; dieses Theo- 
rem bietet ein Mittel, um aus irgend einer Eigenschaft der Potenz 
die entsprechende Eigenschaft der Exponentialgriifse herzuleiten, und 
daher benutzen wir dasselbe auch zim Entwickelung einer Reihe für 
e*, indem wir die oben augedeuteten Operationen an der Binomial- 
reihe ausfUhreu. 

Nach Formel 0) in §. 37 ist unter der Voraussetzung eines gan- 
zen positiven m und für mx 
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- 1 . '«i!« - 'J f"' - 2 ) ^3 ... . 

' ' ^ 1 ^ 1 . -i ' 1 . 2 . .5 ' 

' , >n(w — I ) (ffi — 2) ... (m — k—^ ^ 

1 . 2 . (X — V)’" 

j m(m — 1 ) . . . ( m — k — t ) p x* 

' 1.2 k • 

‘-UJ 

wobei Q einen positiven echtei\ Itnidi bezeichnet; nehmen wirx=^ 
und A- so wird 

1 m V V '«/ 

T j “T , .*2 T 



(' + a’ 



1.2.3 



+ 



....+ 

+ 



0-1)0-:] 


)....| 




('-1)0-:) 


. . (X - 


O-'F) 



1 . 2 . ,i , 



I 



\Vir lassen nun m iirs Unendliche waclisen, ohne die willkührlichc 
ganze Zahl k zu iindern; die linke Seite hat dann e* zur Grenze, 
rechter Hand nahem sich die Brüche 

12 3 X — 1 

m' m' ;n ’ ' ' ' ' m 

der gemeinschaftlichen Grenze Null, niitlün wird 

1) c‘ = l 4-l;4- 1 4- ' 

'^1^1.2 *1.2.3 



+ 



I ■ . ;1-1J 

' I . 2 . . . (X — 1 ) ' 1 . 2 . . . X 



1 — 



x>j, o<e<i. 

Hieraus liifst sich auch wieder eine unendliche Reihe für v- al>- 
leiten. Wir schreiben zu diesem Zwecke 

<> -* 



t* — 



_ 1 ' ' ■ 
_X_ 



2 . 3 ... X 



+T+i\ 2 ^ l.'2.3+ - •+ 1.2...(F-1) 

uud lassen die Zahl Ä-, welche die Anzahl der rechts stehenden Sum- 
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manden bestimmt, ins Unendliche wachsen. Wie in 24 bewiesen 
wm-de, beträgt der absolute Werth von 



1 . 2 . 3 . . . ^ 

weniger als der absolute Werth von 






und da bei unendlich wachsenden k schon ' die Null zur Grenze 

\k 

hat, so ist um so mehr 

= \ - 

mithin folgt aus No. 2) 

3) 1 -L f _L J'* h , 

wobei : jede beliebige endliche Gröfse bedeuten kann. 

In dem specielleii Falle : = i geben die Formel 1) und 3) 



41 



I 1 • 1 I 1 ■ 

' r r.^ 1 72. 3 ^ ' 



1.2. . . (X — i ) 



+ i72... 



(X- 



1) ■ k — t’ 



1 . 2 . 3 ■ 



'-'+T+1.2 + 

hieran knüpfen sich einige wesentliche Bemerkungen. 

Was zunächst die Formel 4) lietritt't, so dient sic zui’ numeri- 
* sehen Berechnung der Zahl <■, wobei die Geuauigkeit beliebig weit 
getrieben werden kann, wenn man / .grofs genug wählt. Mau er- 
hält z. B. für 4 = 1 1 



1 



= 0, 00000 0027« . P 



1 . 2 ... 1 0 10 

mitlüii, wenn mau dem p erst seinen kleinsten Werth Null und daun 
seinen gröfsteu Werth i ertheilt, 

2, 7182« 1801 1 < f c 2, 7182« 18287, 
womit e auf sieben Deeimalen genau bestiinint ist. 

Mittelst der Formel ö) läfst sich entscheiden, ob e eine rationale 
oder irrationale Zahl ist. Die Summe der Reihe 






1 ^ - 1 -I- L -J- - 

2 r *2 . 5 T 2 _ 3 , T 2 . 3 . . 5 r 
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beträgt nämlich weniger als die Summe der folgenden 

1 



! j_ _ J_ 

2 ^2.2 ' 2.2.2^ 2.2.2, 



= 1 , 



1 

2 



+ ‘ 



sie ist daher ein echter Bruch. Wäie nun 
1 4- * 4- ^ 4- 

2'2.3'2.3.4' q' 

WO p und (jZ>v ganze positive Zahlen bedeuten, so würde durch 
Multiplication mit 2 . 3 . 4 . . . </ folgen 

3.4.5...f/4-4.5.6.y-|-5.Ö...y4- 

, L_ . 1 ^ I - * 

' '/ + 1 ~ (y + t H? + 2) ^ (y + ) ) (? + 2) (y 3) 

= /) . 2 . 3 . 4 . 5 (y — !)• 

% 

Die erste Zeile enthält nur Producte von ganzen positiven Zahlen; 
die Summe dieser Producte ist daher wiederum eine ganze positive 
Zahl, die M heifsen möge. Die rechte Seite ist ebenfalls eine ganze 
positive Zahl, die wir mit iV bezeichnen wollen, mithin wäre 

Nun beträgt aber die Summe der Reihe 

. , 1 . ' . _ 

y + t ' (y + >) ty -f 2) '• (y -f l)(y -f 2) (y -j- 3) 

weniger als 



_V. . __L_ 

y + 1 ' (y + 1 ) 



(y+i)“ 
1 1 
y + ^ ' 



+ 



1 



1 — 



(y + 1) 

_ I 

« ~y 



+••• 



y + > 



und daher auch weniger als i , da 7 jedenfalls die Einheit übersteigt. 
Hiernach müfste in No. 7) die ganze positive Zahl M, vereinigt mit 
einem echten Bruche, die ganze positive Zahl geben; diefs ist 
aber unmöglich, und daher kann die Summe der Reihe G) keinem 
rationalen Bruche gleich sein, mithin ist auch c eine liTationalzahl. 

Nach dieser Digression über die Zahl c kehren wir zur For- 
mel 3) zurück und wollen zunächst eine andere Ableitung derselben 
zeigen, welche keinen Grenzübergang erfordert. Setzt man 

8) /w = ‘+f + ^^+,-;:3 + ---- 
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und dem entsprechend 

/w=H-i+ ^3+ , 

so giebt die Multiplication beider Gleichungen 

9) /(*) -/(y) = 1 + “i + 'G + “3 + 

wobei die Abkürzung benutzt wurde: 



X , X y . 

“ 1.. 2 . . t . 2.. (« — I) 1 ' 1 



:r"-“ yj 

. 2 . . — 2) ■ I . 2 

,,* — 1 



+ .... 



...-ff. I + -—y- 

^1 1 . 2 . . (n — I) ^ 1 . 2 . , 

Der letzten Gleichung kann man die Form geben 



"" = r.2T.7,r" + T 






1 . 2 






d. i. nach dem binomischen Satze 

“ 1 . 2 . . . n 
die Gleichung 9) geht nun über in 

m •/<»)=> + '4-' + - *,f ' + 414 ■ 

d. h. . 

10) /(x)./(y)=/(^ + y). 

Wie in §. 36 folgt hieraus, wenn m eine ganze positive Zahl bedeutet, 
’ll) ■ • l/(x)r=/(;/.x) 

und speciell für m = 1 bei umgekehrter Anordnung 

Ä'n) = LAOl" 

oder vermöge der Bedeutung von / (j ) 

Bezeichnet e die Summe der Reihe etc., so ist 

hiernach 

f{m) = a“. 

Im Fall x-ein rationaler Bruch - ist, erhält man aus No. 11) für 

1 ’ 

m = fj ^ 



mithin 









welche Gleichung sich leicht auf positive irrationale Werthe von x 
ausdehnen läfst, so dafs für jedes positive : 

./•(*) = 
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ist. Endlich folgt aus No. 10) 

f{z) ./(- r).= /(0) = 1 

initliiii 

und daher ist für jedes endliche : 

/t-M = e‘ 

d. h. 

14--+—'+-'^ 

*1^1. 2^1. 2. 3' 
was mit der Gleichung 3) iihereiustimmt. 

Setzt man einmal z = a.r , das andere Mal i = — «.r, so er- 
hält man die heiden Gleichungen 

12) 4 . “.'f- _L I 

^ 1 ^ I. 2*1. 2. 3^ ’ 

13) 4 

' t^l .2 1.2.3^ ’ 

welche sich wieder durch \ddition und Subtraction coinbiniren las- 
sen ; diefs giebt 

14) = , 4 4 ..JLjL. _4 

2 *1.2 *1.2. 5. 4^. ’ 



„01 OJ 



ax , ti-'x' 



i.bi = 4- 4 - 4-..-... 

Diese Entwickelungen betreffen immer nur Exponentialgröfsen. 
deren Dasis e ist, wir haben daher noch den Fall einer beliebigen 
Basis (/ zu erörtern. Setzen wir 



so folgt, indem wir beiderseits die Logarithmen in irgend einem 
Systeme nehmen, 

X /«g rt 

zluge — xlogii, -=- 7 - 

Ini; e 

initliin durcli Substitution der Wortlie von e- und z in die Formel 3» 

1 _ p , 

' I . 2 . 3 V /"g 

Die Basis des logarith mischen Systemes ist hier willkülmlich ; neh- 
men wir dafür die Zahl e, so wird 

U) «^= 1 + , + + ,. 2 -: 3 +--’ 

dagegen erhaiten wir, wenn a als Basis des Systems gewählt wird. 
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18 ) 

+ 1 . ‘1 . 3 e) + 

D;is letzte Resultat ist in sofern von Redeutuni;, al.s es zu einem 
f;egebenen LoKaritlnims die zugehörige Zahl finden Iclirt; aus n^ = i/ 
folgt iiilinlieti .r = "lot/ y und 

■»' *='+tg;::)+. :.(•;:’)■+ 

In dem spccielleu Ralle « = e wird 

20) ;/= 1 -f I (///)-f Jhjy- -f I J-zt/'/l“ + 

woraus man wiederum ersieht, dafs das liOgarithmensystem mit der 
Basis e das einfachste und darum natürlichste ist. 

S. 41. 

Dm* HcIIm'Ii iHi'/tl-f-j» «ntl M — X». 

Sowie im vorigen Paragraphen die Exponeutialreihe aus der Bi- 
nomialreihe abgeleitet wurde, so läfst sieh auch eine logarithinische 
Reihe finden, wenn inan von der in ü. H. Xo. 1 1 ) bewiesenen Foiniel 

, . < , . 

Lun — ^ lu 
() 

Gebrauch maclit. Zufolge dieses Satzes ist nämlich 

= T), 

und hier übersieht inan auf der Stelle die Müglielikeit , den binoiiii- 
schen Satz anwenden zu können. Denken wir uns zunächst unter 
ö einen beliebigen positiven echten Bruch, so müssen wir dem .t 
die Beschränkung — i <; a- c; i auferlegen und haben dann nach 
Fonnci 15) in §. 37 

^ ^ ' 1 ^ I . ‘2 ~ 1.2.3 T • • • • 

Ä(ä_l)(i — 2)...(6— f—2) 

' ' 1 .2 .3.'.7.'(>! — I)’ 

A(ö — I) (A — 2) . . . . (5 — / — 1) pa* 

1.2.5 1 , ~ ■ ■ • ^ - 

' - r+f W 

mithin 

■f 
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ä 1^1.2 ' 



(d_1)(Ä_2) 
1.2 73 



+ 



(d _ 1 ) (d _ 2) . . . . (d — X — 2) , , 
1 .2 3;...(X — 1) “ 



+ 



(d — 1 ) ( d — 2 ) . . . . (d — X — 1 ) p X* 

- — — X • 

’ - r^ i w 

Durch Übergang zur Grenze für unendlich abnehmende ä wird liieraus 
1) /( I + ri = ‘ ^ - . . . . + 

, (— 1 V X* _ 

' X ■ X ' V 

^ ~ X -I- i 

Will nian statt dieser endlichen Reihen eine unendliche Reihe fhr 
/(I -f- x) haben , so schreibe mau vorerst 

( 1 )* p X*' 

X~ 



dl +x) + 



1 — 



W 



= — U* + ij" — . 



( 

+ 77 -, 



und lasse dann die willkührliche ganze Zahl X in’s UnendUche wach- 
sen. Da X ein positiver oder negativer echter Bruch ist, so wird 
Lim fx‘ ) = 0, mithin 

2 ) 

— t CxC-f 1. 

Zu demselben Resultate führt auch die Gleichung 10) in §. 16, wenn 
man k in’s Unendliche wachsen läfst und x als echten Bruch vor- 
aussetzt ; jedoch ist die so erhaltene Formel nur auf positive x bc- 
scliränkt. Aus den Bemerkungen, welche wir im Fall eines positiven 
X an den Rest der binomischen Reihe knüpften, folgt übrigens leicht 
dafs die Gleichung 2) auch für x= -|- l richtig bleibt; für .i = — i 
dagegen wird die Reihe divergent 

Läfst man in Xo. 2) — .r au die Stelle von x treten, so er- 
giebt sich 

3) /(I _x) = - }x- )x* - |x« - {x4 

— 1 <x<-f 1. 

oder auch 

■^) + + , 

— 1 <x<;+ 1. 
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Da der Quotient l : (l — jr) einen echten Bruch zum Divisor hat, 
so beträgt er mehr als die Einheit; man kann daher 

setzen, wo nun i jede beliebige positive Zahl sein darf; die For- 
mel 4) wird dann zur folgenden 

5i +•••• 

Theoretisch betrachtet liegt in den Formeln 3) und 5) die voll- 
ständige Lösung der Aufgabe, den natürlichen Logarithmus einer 
gegebenen Zahl zu finden; für alle Zahlen unter 1 dient nämlich die 
Formel 3), für alle Zahlen über l die Formel 5). Zur practischen 
Rechnung eignen sich aber diese Formeln nicht sonderlich, weU die 
vorkommenden Reihen meistentheils langsam convergiren; wir ent- 
wickeln daher noch einige logarithmische Reihen von stärkerer Con- 
vergenz. 

§. 42. 

Die Berechiiuug der Logarithmen. 

Niount man die Differenz der beiden Formeln, welche fUr /(1 -|- «) 
und /(I — x) gelten , so erhält man 



1 ) 



+ ). 

— 1 c 1; 



durch Substitution von 

1 -f X .... i — 1 

— — = X mithin x= — j— 

1 —X i -f 1 

geht die vorige Gleichung in die folgende über 

+••••]’ 

die für jedes positive z gilt, weil dann x immer zu einem echten 
Bruche wird. Bei kleinen z ist die Formel 2) vortheUhaft; so er- 
hält mau z. B. für z = 2 



/2 



= "[Öi + 



3.3 = 



+ 



5.3“ 



Brechen wir die eingeklammerte Reihe mit dem Sommmiden 



1 



m . 3’ 



ab, WO tR eine beliebige ungerade Zahl bezeichnet, so beträgt der 
noch folgende Rest 

I .1 .1 



(m -J- 2)3“+’* (m -f- 4)3“** 

SohMaitch ^ebr. Aual)»if tlritle Anfl. 



+ < 



I -f 6)3* 



+ .... 

12 
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weniger als 



t 



(OT -j- -i jS" 



-f 

I ^ ~ 3* ' 



(m -f 2J3” 



3- 



8(m .f 2J3" 



mithin ist, wenn p einen nicht niiher bestimmten positiven echten 
Bruch bedeutet. 



/2 



* [r. 3 ' 3 . 3 =’ . 3 . 3 “ OT . 3 *J"^ ^(>n + 2 ) 3 *‘’ 

Durch successive Berechnung der Potenzen von ^ findet man 

' - , . = 0, 0000 0000), 

4 . 17 .Ä‘-^ 

folglicti liefert die Annahme m = i:> den Werth von li auf 8 Deci- 
malen genau, nämlich 

72 = 0, 6951 4718. 

Kennt man l<i, so findet sich /(« + ^'1 durch die Bemerkung, daXs 

/(fl -f A) = /j^fl^^l + J = /« + /^i -f 

ist, wobei der letzte Logarithmus nach Formel 2) des vorigen Para- 
grapheu entwickelt werden kann , wenn der absolute Werth von 
weniger als der von a beträgt; man hat 

fl“ > i». 

Hiernach liefse sich z. B. fö finden, wenn man n = 2, b — \ nähme 
und den vorigen Werth von /2 benutzte. 

Eine brauchbarere Formel zur Berechnung von l{n b) ergiebt 
sich aus der Bemerkung, dafs 

bl 



/(fl 



4-A) = /fl-|-/(l+^) = /fl+/^ 



’ + 2« + A 



ist ; entwickelt man nämlich den letzten Logarithmus nach Fonnel 1). 
so folgt 

I * 



4) /(a -|- A) = /fl -|- 2 



(2fl-|-A^3 V2fl-f-Aj ^5V2fl-fA; 
und zwar gilt diese Formel für alle positiven n und b, weil dnnn 
b : (2a -|- 6) d. h. x immer ein echter Bruch ist. Die Annahme 
a = 2 , b = i giebt 

ß=a+ jii+iriv+ifi-v 
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bricht man die Reihe mit der Potenz ab, so kann man den fol- 
genden Rest leicht auf die vorhin gezeigte Weise beurtheilen und zwar 
findet mau, dafs derselbe weniger beträgt als 

1 rM" 

2TTm + 2) VI oj 

Für m = 9 wird der Rest so klein, dafs er auf die 8'* Decimal- 
stelle keinen Einfiuis hat; diefs giebt 

ß = 1 , 0986 1 229. 

Zu einer weiteren logarithmischen Reihe führt die identische 
Gleichung 

= 1 [/(p _ 1) + + 1) - /(l _ 1)] ; 

entwickelt man nämlich den letzten Logarithmus nach der Formel 
für /(I — x), so erhält man 

t , t 1 . 1 1 






4.1 ±4.1 

"V 4 ^1 T 5 ^6 



-I-.... 



Diese Formel lehrt den Logarithmus einer Zahl p finden, wenn die 
Logarithmen der beiden Nachbarzahlen p — i und p -|- i schon be- 
kannt sind. Ist nun p eine ungerade Zalil, so sind p — l und p-\- \ 
gerade, d. h. zusammengesetzte Zahlen, und daher kann man de- 
ren Logarithmen aus den schon vorher berechneten Logarithmen 
ihrer Factoren herleiten. Für p = 5 z. B. ist /4 = 2 /2 , — 12 ß, 

mithin 

/5=3^+^4.1 * 4.’ r 4^V4.irAV4- 

2 ' 2iöo~4viooJ •'eviooy ' ’ 

wobei leicht zu sehen ist, dafs man nur bis (o,o4)® zu gehen braucht, 
um 8 Decimalen genau zu erhalten; man findet 
/5= 1,6094 3791. 

Die Rechnung nach Formel b) wird übrigens um so bequemer, je grö- 
fser die Zahl p ist ; denn einerseits braucht man bei grofsen p sehr 
wenig Reihenglieder, andererseits wird man mittelst der obigen Reihe 
nur die Logarithmen von Primzahlen berechnen, und diese letzteren 
treten um so spärlicher auf, je weiter man in der Zahlenreihe fort- 
schreitet. 

Hat man nach den angegebenen Methoden eine Tafel der na- 
türlichen Logarithmen construirt, so kann man aus ihr die Loga- 
rithmen jedes anderen Systems ohne Mühe herleiten. Nach For- 
mel 13) in §. 8 ist nämlich 



‘log» = -.lz, 



12 * 
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die künstlichen Logarithmen entstehen also dadurch, dafs man die 

natürlichen Logarithmen mit dem constauten Factor ^ multipliciit 

Letzteren nennt man den Modulus des Systemes mit der Basis 
a und bezeichnet ihn durch 




Für das gewöhnliche Logarithmensystem ist a = 10, 

/lO = /2 + /6 = 2, 3025 8509 , 

=0,4342 9448; 

durch Multiplication mit 0, 434 . . . werden also die natürlichen Lo- 
garithmen zu gewöhnlichen ; umgekehrt erhält man die natürlichen Lo- 
garithmen aus den gewöhnlichen, wenn man letztere durch den Mo- 
dulus dividirt d. h. mit Ho = 2, 302 . . . multiplicirt. In den loga- 
rithmischen HandbUcheni findet man meistentheils eine Hülfstabellc 
zur Erleichterung dieser Operationen. 



Capital Vili. 

Die goniometrischen Reihen. 



§. 43. 

Die Roniomctrischen Functionen vielfiicher Bogou. 

Sowie der binomische Satz die Grundlage für die Entwickelung 
der Exponentialreihe und der logarithmischeu Reihen bildet, so beruht 
die Ableitung der goniometrischen Reihen auf denjenigen Formeln, 
welche den Sinus oder Cosinus eines vielfachen Bogens berechnen leh- 
ren, wenn die goniometrischen Functionen des einfachen Bogens be- 
kannt sind. Meistentheils fehlen diese Formeln in den Lelirbüchem der 
Trigonometrie (weil dort überhaupt die Goniometrie nur als Vorstudie 
zur Trigonometrie dient), wir müssen sie daher erst entwickeln. 

Zur Abkürzung sei 



1 ) 

man hat dann 






eos HU 
cos’' u ’ 



P» = 



sin nu 
cos" h' 



cos (ti t )u cos nu cos u — sin nu sin u 

~ cös"^t 



oder, wenn man mit dem Nenner in jedop einzelnen Theil des Zäh- 
lers dividirt und die eingeführte Bezeichnung auwendet. 



D^ltlzed by Googl 



181 



Cap. Vin. Die goniometri sehen Keihen. 

2) =P^ — Q^ tan u. 

Auf ganz gleiche Weise findet man sehr leicht 

3) (>„, =(>„ + /'. tan u. 

Von den Werthen = \ und = o ausgehend, kann man die 
Formeln 2) und 3) der Reihe nach für « = 0, 1, 2, 3, 4 etc. benutzen, 
um nacheinander P, und Qi , P, und Qj , Pj und etc. zu be- 
rechnen; dabei ergeben sich folgende Gleichungen 

/',=!, Q^=tanu, 

Pj = 1 — tan'‘ tt , = 2 tan u, 

/*j = 1 — i-tan* u , Qj = 5 tan u — /an® «, 

P^ = l — 3 /an® u -|- tan*u, i tan u — 4 /an® u, 



Mit einiger Aufinerksamkeit bemerkt man, dafs in den Formeln für 
P immer nur gerade Potenzen von tan v Vorkommen imd dafs die 
Coefficienten mit den Binomialcoefficienten gerader Indices überein- 
stimmen; dem analog enthalten die Formeln für Q nur ungerade 
Potenzen von tan n, und die Coefficienten sind Binomialcoefficienten 
ungerader Indices. Hieraus schliefst man inductorisch, dafs die all- 
gemeinen Formeln sein werden: 

P« = (“Io — (’")* “ + (’”)4 f“"* “ — (”’)c “ + 

= (a/)j tan u — (n»)j /aa® u (ot)^ /aa® u — ; 

selbstverständlich bedeutet hier tu eine ganze positive Zahl, und die 
Reihen sind soweit fortzusetzen , bis sic von selbst abbrechen. 

Um die Gültigkeit der gewonnenen Formeln zu untersuchen, ent- 
wickeln wir die Ausdrücke 

Pm — t>m '«« “ und {)„ P„ tan u , 
indem wir für P„ und Q„ die vorigen Reihen setzen und die gleich- 
artigen Gröfsen vereinigen; diefs giebt 

Pm — Qm “ 

= (™)o — K»")! + (»«Is] [(»"Is + Wi] “ 

— [Ws +(«) «]'««“ “ + , 

Qm + Pm t«» « 

= [(«lo + (»”) 1 ] — [(»n J 2 + ("’)» 1 ® “+[(’") 4 + (»i) sJ ® “ — •••" 

Vermöge der Formeln 2) und 3) sind die linken Seiten dieser Glei- 
chungen identisch mit P„*, und ; rechter Hand läfst sich (w)^ 
durch das gleiche (/a -|- i)„ ersetzen und aufserdem die Summe je 
zwei benachbarter Binomialcoefficienten mittelst der Formel 
('»)*-! -f («)i = (w -f l)t 

zusammenziehen ; die vorigen Gleichungen gehen jetzt in die folgen- 
den über 
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^m+i =(™ + l)o — ("» + “+(’" + 1)4 “ 

— (m + 1),ten6 

Qm*, = (»" + l)i f«” a — (m -f- 1)3 /ff«» « + («« -f 1)5 /ff«» u — 

IMese unterscheiden sich von den früheren Formeln für P„ und Q, 
nur dadurch , dafs m + l an der Stelle von m steht ; wenn daher 
jene Formeln für irgend einen Werth von m richtig ^ind, so bleiben 
sie es auch, sobald man m um die Einheit vergröfsert Für »« = 
1 , 2 , 3, 4 liefern die obigen Formeln richtige Resultate, sie gelten 
daher auch für w = 5 , dann wieder für m = 6 u. s. w., d. h. sie 
gelten für jedes ganze positive m. Zufolge der ursprünglichen Be- 
deutung von P„ imd haben wir nun folgende Resultate 

4) ^ = (»n)o — (ai), 'aa* « + (>a)i lan* 11 — (m)g /a«« u -f 

— V 8t fl fftli . . «iy'v a 

5 ) — j, — = (m), tan u — ('«jj /a«» u -J- («1)3 /a«»« — .... 
oder auch 

6) cnsmu — [m)^eos*u — («i)j coi"“’ a jtin* u-\-(m)^ cos^~* us(n*u — .„ 

7) sin mit = (ai), coi" u sin u — (aijs eos"'~^ u sin^ u . 

Hierin liegt die Lösung des anfangs erwähnten Problemes , cos mn 
und sin um aus cos u und sin u herzuleiten. 

Die Formeln 6) und 7) sind noch weiterer Umwandlungen fii- 
hig, welche auf dem Grundgedanken beruhen, das gleichzeitige Vor- 
kommen von cos II und sin u zu vermeiden, also entweder cos u durch 
sin n oder umgekehrt sin n durch cos n auszudrücken. Um das Erste 
zu thun, setzen wir 

sin u =.x mithin cos « = (1 — j:»)4 
imd erhalten statt der Gleichung Ö) die folgende 

8) cos mu 

= ('")o(<— Wal* — *“)^''*~’’**+(»')4(^-»'*)^‘""'’**-•“- 
/Worin sich die verschiedenen Potenzen von l — .r» mittelst des bi- 
nomischen Satzes entwickeln lassen. Hierbei sind aber zwei Fälle 
zu unterscheiden. Wenn nämlich m eine gerade Zahl ist, so wer- 
den — 2), \{m — 4) etc. zu ganzen positiven Zahlen und 

dann liefert das Binomialtheorem endliche Reihen ; für ungerade w 
dagegen sind |(«i — 2) etc. Brüche und dann führt die bino- 
mische Entwickelung zu unendlichen Reihen. Um letztere zu ver- 
meiden, beschränken wir uns vorläufig auf gerade m und haben dann 
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).*’ + 


G).'; 


-© 


I ** + •••' 

s 


( -i 'J 


+i 


l-r-J 

Cm — 4"\ 


1 — ... 
8 


h -J 


0 


l-5-J 


1 1'’ + ... 

1 



Durch Vereinigung aller Glieder, welche die niimlichen Potenzen von 
•r enthalten, gelangt man zu einem Resultate von folgender Fofm 



0) 



cos mu = 



.4^1« + , 



darin ist 

und irgend eine Potenz von .v, i. B. j,**, hat den Coefficienten 

(f),+c). (‘r"L, + <”'■ +••• 



Nach Formel 7) in §. 38 lafst sich die hier vorkommende endliche 
Reihe summiren, und es ist kürzer 

— 2 -) (;«* — — [ 2 A‘ — 2 ]*) 

' “ ~ r . 2 . ?, . 4 . 5 7 6 7. . . . (2X j ^ ■ 

Substituiren wir die hiernach gebildeten Werthe von A^, Ag etc. 
in die Gleichung 3) und schreiben wieder sin u statt x, so haben 
wir folgende Formel 

I — 2 *) . i 

10) eos BIM = I stn^ u -I sin* u 

’ 1.2 ‘1.2. 3. 4 

m^im- — 2 *) ( bi * — 4 *) .. . 

— 1 L ttn 6 M J. . . > * 

1.2. 3. 4. 5. 6 ■ ’ 



darin mufs m eine gerade Zahl sein, und die Reihe ist soweit fort- 
zusetzen, bis sie von selber abbricht. 

Bei ungeraden m dividireu wir die Gleichung 8) durch cotuss: 
yi — X* und erhalten zunächst 

COS mu ^ 

cos u 

= — ("•)!! ( 1 — *G»-f(Bl),(l— X*)l<"-Ox 4 

Hier sind die Exponenten |(w — 1), ^(bi — 3), |(bi — 5) etc. ganze 
positive Zahlen und daher lassen sich die Potenzen von i — a* in 
endliche Reihen entwickeln. Ordnet man, nachdem diefs gesche- 
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hen, Alles nach Potenzen von or, so gelangt man zu einer Gleichung 

von der Form 

cos mit , . , 

cos u • 8 I 4 6 I 1 

und zwar ist hier 

..=(»). +(")• 

Nach Formel 11) in §. 38 hat man dafür einfacher 

[2A-1]») 



_ (m» — t ») (vi* — 3=’) (ot> — 5») . . . (m* 

**“ “ 1 . 2 . 3 . 4 . ä . 6 . . . . (,2A) 



mithin aus der vorigen Gleichung 

UI* — 1* 



11) cos mw 



—COS u |~1 



sin* u -|- 



(m* — 1*) (>«*— 3*) 



in* tt — J 



1.2 ' 1 . 2 . 5 . 4 

wobei m ungerade sein mufs. 

Ähnliche Umwandlungen gestattet die Formel 7), welche für 
sinu — x lautet 

12) sin w« = (m)j (1 — **)h"-') I — (»«), (1 — x*)i("-*) x» + 

Bei ungeraden m sind die Exponenten |(ni — 1), i{m — 3) etc 
ganze Zahlen , mithin lassen sich die Potenzen von i — x* in end- 
liche Reihen verwandeln, was ein Resultat von folgender Form giebt 
sin mu — B^x — -j- B^x^ s— ^ 

= ( m ), (’^)^ + (>»)3 + (>»>5 + 

Kürz«- ist nach Formel 10) in §. 38 



^ m(»i* — 1*) (m* — 3*) (»I* — 5*) . . . (m — [2A — 1]*) 

«tt+l — r . 2 . 3 . 4 taA + 1) 



mithin 



13) sin mu = — sin u ^ 



m(m* — 1*) 
2 . 3 



mfm* — l*)fm* — 3*) . , 

-4- — — Jin* u — 

1 . 2 . 3 . 4 . 5 ’ 

wobei tn ungerade sein mufs. 

Ist dagegen m eine gerade Zahl, so dividirt man erst die Glei- 
chung 12) durch cos u = y\ — x* und entwickelt in der nunmeh- 
rigen Gleichung 






sin mu 
cos u 

die Potenzen von i 



("->) r 



(m),(l-x*)h"-^)xä+.. 



X*; man erhält ein Resultat von der Form 
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= Ä,X— ÄjXS-fisX» — . 



*U+, _ (m), + (>»)3 + ('")5 (^)*_,+ 

Nach Formel 12) in §. 38 reducirt sich diefs auf 

m(m* — 2*) (m* — 4*) (m* — 6*) . . . . (wi» — [2il]«) 



*«+l = 



und daher ist 

, Pm , m(m 

14) stn mu = eoiu\ — stn u 

' L‘ 1 ■ 



4 . . . . (2A + 1) 

m(m* — 2*) . 

sin* u 

4«) 



2 . 3 

in(77i* — 2*) (m* 



•) T 

— sin* u — ... I , 



1 . 2 . 3 . 4 
worin m eine gerade Zahl sein mufs*;. 

Durch ganz ähnliche Transformationen könnte man aus den 
Gleichungen 6) und 7) neue Gleichungen ablciten, in welchen die 
Reihen nach Potenzen von cos n fortgehen ; zu den nämlichen Re- 
sultaten gelangt man aber kürzer, wenn man in den Formeln 10) 
bis 14) ^7t — u an die Stelle von « treten läfst. So erhält man 
z. B. aus No. 10), wo m eine gerade Zahl bezeichnet, 

( — 1)1“ cosmu 






— 2 *) 



cos'u- 



w*(»i* — 2*)(wi* — 4*) 



2.3.4 1 . 2 . 3 . 4 . .3 . 6 

m*(m* — 2*) (»1* — 4*) ... (m* — [m — 2]*) 
4 m 



eo5«a-|-.... 



■ •• + (— 0*" 

' 1.2.3 

und wenn man beiderseits mit (— 1)1” multiplicirt, so ist bei um- 
gekehrter Anordnung der Rpihe 

15) cos mu = cos" u — cos"~'‘ u -j- cos"~* u — 

I)l("-) cos^ „ + (_ 1 )4» . 

Irgend einer der Coefficienten, etwa yfm-u, hat den Werth 

j — 2*) (m* — 4*) (m* — [ot — 2i — 2]*) 

“ 1.2, 3. 4 ’ 

welcher sich durch folgende Umformung vereinfachen läfst. Man hat 

, m 

m* — (ot — 2A- — 2)* = 2*(wi — k — 1 ) (^ -f- O 
*> Die obigen Umwandlangen haben viel Ähnlichkeit mH den in |. S9 vorgenom* 
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“ ‘ “1 . 2 . 3 :T ; 7 . . (m — 2X ) ’ 

im Zahler sind hier alle ganzen Zahlen von A' + ^ bis « — k — l 
mit einander multiplicirt , setzt man daher im Zähler und Nenner 
noch das Product l . 2 . 3 ... I' zu, so wird 

. (m — k — 1 ) (»» — k — 2) .... 3 . 2 . 1 , 

1 . 2 ... (m — 2/ ) . 1 . 2 . . . X- 



(m 






— 1 ) (®* — ^ ' 

Niu- in dem Falle X = 0 erleidet diese Schlufsweise eine Ausnahme; 
die vorhergehende Formel liefert dann unmittelbar 

^„ = 2“-'. 

Nach diesen Erörterungen haben wir aus No. 15) die folgende, für 
gerade m gültige Formel: 

COi'OT« = 2*-' COi" M — WI 2"~’ 



-|- m2" 



CO.I * u 

w — 3 

' CO 

2 



oder besser 

16) 2 cos mu = (2 cos u) — — (2 cos «)" ” -) ^ ' 

-’-l 1 (2 cot 1 /)" “ + 

1.2.3 ' 

In der Fonnel 15) lassen wir gleichfalls — // an die Stelle 
von u treten und schreiben die Glieder rechter Hand in umgekehr- 
ter Ordnung; mit Rücksicht auf den Umstand, dafs jetzt tn eine un- 
gerade Zahl bedeutet, erhalten wir ein Resultat von der Form 
cos tnu — cos” u — co.«"“’ « -j- cot”~' u — ... 

und zwar ist 

^ m(m'^ — 1*) (;«* — 3*) .... (m* — |m — 2X — 2j*) 

-■/rn-tt = j - 2 .~3 . 7 .T (»7— ~2X) ■ 

Zur Transformation dieses Rniches benutzen wir die identischen 
Gleichungen 



3 . =,.("+») (”-.5) 



(;a — — 2)* — 2*^ (w — — I ) (X- -f 1 ) , 



menoD TraosformatLoncD ; der Grund dieser Übereinstimmung wird sich später bei dw 
Theorie des ImeginSren xeigen. 
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(m— 1 )(m 2) . . . 



.(it+2)(H«) 



i . 2 . 3 . . . . (w — 2/S) 

Ini Zähler steht die Reihe der natürlichen Zahlen von k -|- 1 bis 
m — k — 1 ; setzen wir im Zähler und Nenner noch die Factoren- 
reihe 1 . 2 ...^ hinzu, so erhalten wir nach Hebung der Factoren- 
reihe l . 2 . . . (m — 2 A-) 



■^m-U 



(»I — k — I ) ( JW — k — 2i . . . (m — ik I ) 






1.2.3...* 

Für * = 0 giebt die vorhergehende Gleichung = 2"’"', es stim- 
men also die neuen Coefficientenwerthe vollkommen mit den früheren 
Uberein. Daher ist auch bei ungeraden m 



17) 2 cos mu = (2 cos u)“ — — (2 cos u)" ’ 



+ 



n{m — 3) 



1 



(2 cos «)* 



m(m — 4) (m — 5) 



(2 cos a)" * . 



1.2.3 

d. h. die Formel für 2 cos mu bleibt bei ungeraden m die nämliphe 
wie bei geraden m. In jedem Falle ist die Reilie soweit fortzu- 
setzen, bis sie von selbst abbricht, so dafs negative Potenzen von 
2 cos u auszuschliefsen sind. 

Die Gleichungen 11) und 14) gestatten fast wörtlich dieselben 
Transformationen, und es wird daher die Angabe des Endresultates 
hinreichen. Mau erhält sowohl für gerade als für ungerade m 

18) sin m u 



= sin u 1^1 



(2 cos b)"“' 



1 



(2 cos B)* 



, (m— 3)(;n— 4) 

*H -j— ^ -^(icosu)’ 



(»fl — 4) (»fl — 5) (»n — 6) 



(2 cos B)* 



1.2.3 

wobei negative Potenzen von 2 cos v auszuschliefsen sind. 






§. 44. 

Productcnformelii. 

Nach einem bekannten Satze, dessen Beweis man auch im An- 
hänge findet, läfst sich die ganze, rationale und algebraische Function . 

— + «i-f + »ü-»* + + 

in ein Product verwandeln, sobald es gelingt, « specielle Werthe 
von X anzugeben, für welche /(.r) verschwindet. Sind nämlich 
•'^»1 ^ 3 > • • • diese n Werthe, bei denen 

/(*i) =/(*.) =/(^,) • • • =/(^«) = 0 
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wird, so hat man 

/W = “«(•r — -Tj )(» — '.,)(* — •••(* — »,). 

Hier\on läfst sich eine Anwendung auf die Gleichung 9) des vorigen 
Paragraphen machen ; fUr sin v = x und bei geraden m hatten wir 
cos mu= i — /I — • • • 4" ( — * )^“ ) 

^„=2 — 

daher mufs sich cos mu auch in folgender Form darstellen lassen 
costmi = {— 1)4” 2“-' (x — xj(x — Xj) . . . . (x — x„) 
und zwar sind hier x,, .r,, . . . .r„ diejenigen m Specialwerthe von 
,r, für welche l — A^x* A^x* — etc., d. h. cos mu verschwindet 
Sowie nun x den Sinus von u bedeutete, so können auch a ,, .r„ . . . x, 
als die Sinus gewisser Winkel , 7i^, . . . u„ angesehen werden, 
und es ist folglich 

cosmu — ( — 1)4” 2“ - ' (sinu — Sl/lu^) (sin u — sinu^ . . . (sinu — sin i/^). 
Die m Werthe i/,, Hj, ... für welche cos mu verschwindet, 
sind aber 



' im 


1 37t 

’ 2/n ’ ■ 


, 57t 


, (m — l)7t 
■ ■ ■ ' im ’ 


n 

im 


3» 

’ ~im' 


5ti 

~ im' 


(m — 1)ti 
im ’ 


und daher ist 


\ 


cos mu 




= (— 1)4" 2 “-' 1 


' . . 7t ) 

stn u — sm — 

, 2mJ 


u — 


. 37t\ / . . (m — l)7t'\ 

sm — 1 ... 1 sm u^sm ^ 1 

imj V im J 




sm u -\- sin — 

. ' 2ffiJ 


1 u -}- 


im) \ ' im ) 



oder, wenn man je zwei unter einander stehenden Factoren zu einem 
Producte vereinigt und diesem das entgegengesetzte Vorzeichen giebt 



COS mu 



_ 2”-* fsin*-^ x(/i* xin'ttV.. 

V 2m j\ im J \ im ) 

Wendet man diese allgemeine Gleichung auf den speciellen Fall 
u = 0 an , so erhält man 



1 ) 



1 = 2 ’ 



3n 



. . 



(m — l)rt 



im im im 

und ferner, wenn man damit in die vorige Gleichung dividirt, 



2 ) 



cos mu 
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Die Anzahl der Factoren beträgt Im, wobei jede Parenthese für 
einen Factor gerechnet wüd. 

Eine ähnliche Transformation kann mit der, für gerade m gel- 
tenden Gleichung 14) des vorigen Paragraphen vorgenommen wer- 
den. Man schreibt erst 



$m u cos u 



= -f- l)i"- » , 



worm 



^ m(m* — 2*) (m* — 4*) . . . (m* — [m — 2]*) 

~ 1 . 2 .TT*“. . . (m— T) “ 



ist, lind erhält dann weiter 



sm mu 
sin u cos u 



= (- l)i"— 2— (x - X, ) (X - X,) {x-x^)...{x- x„_.) 

= ( — 2“-' {sin u — sin «,) (si/iu — sin u^) ... {sin u — sin «*_,). 

Die m — ! Bögen m^, . . . für welche die linke Seite d. h. 
sin mu verschwindet, sind im vorliegenden Falle 



in 

2m’ 


+ - 
^ 2m’ 


. 6» 


1 (m — 2)* 
■ ■ ' 2ra 


2» . 


> kn 


6n 


1 

1 

Ä 

u 


2m ’ 


im' 


~ 2m’ ■ ■ 


2m 



und man findet hiernach 



sin u cos u 



=2-- 

V 2wi y V 2/n / \ %m ) 

Läfst man u in Null übergehen und berücksichtigt, dafs 

sin mu 

, sin mu , . « w 

Lm — . = Ltm — r — = -* 

stH u stn u \ 

u 

ist, so gelangt man zu der speciellen Gleichung * 



„in . « . - I 

Jin* — «n* — . . . sin* ■ 
im im 



im 



Indem man die vorhergehende Productenformel durch die letzte di- 
vidirt, erhält man noch 

sin mu 

4) 

eos u 

( sin^ w W sin^ « ^ ( sin* u 

1 ? .... <1 — — •>. 

sin*‘^n sin*^-^^( 

imj im\ im l 



J 
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Auch die Gleichungen 12) und 13) können auf analoge Weise 
transformirt werden, und cs wird die Angabe der Endresultate hin- 
reichen, da die Methode immer dieselbe bleibt Aus No. 13 findet man 




und aus No. 12 ) 



7 ) 



t = 2” 



r/n* — 
2m 



2m 



(m — 2)jt • 
^2m ’ 



cos u 









f, _ 

«n* -- 
2m 




sin* u ) 




sin^ — 
2m 






. (01 — 2)jil 

stn* 1 

2oi 1 


wobei m 


immer eine ungerade Zahl bedeutet 



Dafs nun auch sec mn , esc mn , tan mn und cot mit in Form 
von Producten darstellbar sind, wird keiner näheren Erörterung be- 
dürfen. , 

Bemerkenswerth ist noch eine aus No. 18) folgende Producten- 
fonnel, bei welcher keine Unterscheidung von geraden und ungera- 
den m vorkommt Die genannte Gleichung erlaubt nämlich 

sin mu 
sin II 

= 2“"' (cos u — cos «j ) (cos II — cos u^) . . . (ooi « — cos f/„_,) 

ZU setzen, wo v^, . . . n„_, diejenigen Specialwerthe von « sind, 
für welche sin mii verschwindet Nimmt man dafür 



n 2n 3ü (m — 1 )it 

m' m ' m ' ' ‘ ' m ’ ^ 

so erhält man zunächst 



sin mu 
sin u 



f ( 2*t\ / (m— t)») 

= 2 I cos II — cos — I I cos u — cos — I .... I cos u — cos 

V »»/V \ m ) 



Weiter ist 
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7t ( n\ (m — l)Jt 

cos — r= — cos In I = — cos , 

m \ m J m 

2n ( in\ (in — 2)ir 

cos — = — cos In — I = — cos 

m \ m J m 

[m — i'in: / (m — l):t\ n 

cos - = — cos I n — — — I = — cos — ; 

m \ J 

suljstituirt man die rechts stehenden Ausdrücke in die vorigen Produc- 
tenformel und schreibt die Factorcn in umgekehrter Ordnung, so wird 



sin mu 
sin u 



{ , tt\( , { , (m — l)n\ 

_ 2» I Poj „ fgg _ I j • • • • I " T I 

und durch Multiplication beider Gleichungen 

( sin mii\^ 
sin u J 

2*"*“* ^CO.9* U COS^ — H — COJ* — -^...^COi* II CI 



m — 1)ii\ 
m )' 

Jeder einzelne Factor rechter Hand läfst sich mittelst der Formel 
cos- u a — *1« «) sin (o — ti) 

in zwei Faktoren zerlegen; diefs gfebt 

'sinau\* 
sin II / 

/lE \ / N 

_ 2"- 



I 



(- 



sin g + ,i„ (1" + «) + uj ... ,0, 

X 2— «V, (^ _ «) «•« sin - ,i) ... 

Die Anwendung der Formel sin r = sm{n — v) zeigt, dafs die Facto- 
ren der zweiten Reihe mit denen erster Reihe identisch sind, wenn 
man letztere in umgekehrter Ordnung nimmt; daraus folgt durch 
Wurzelziehung 

sin mu . . /» , \ . /'S« \ — 1 )» , "V 

sin u \m J \ in ’ J \ m ' J 

Um Uber das Vorzeichen entscheiden zu können, gehen wir zur 
Grenze für verschwindende v. Uber; in der entstehenden Gleichung 



= + 2" 



. Jt .27t , (m — 1)7t 

sin — sin — ... sin - 

in m m 



sind alle vorkommenden Bügen zwischen 0 und n enthalten, mithin 
deren Sinus positiv, und hieraus folgt augenblicklich, dafs nur das 
positive Zeichen Geltung hat. Diefs giebt 
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9 ) 



. 


. 2« 


3« 


sin — 


stn — sin 


— 


m 


m 


m 



(;ff — 



m 



und nach dem Vorigen 

10) sin tmi 






+ “) "" (^ + “) • • • + “)• 



Hieraus lassen sich aiicli die früheren Productenformeln für siw rnn 
wieder herleiten, wenn man auf die Unterscheidung gerader und 
ungerader m eingeht. 



§. 45. 

Die unendlichen Kcihen für Cosinus und äinus 



In Formel 4) 8. 43 setzen wir le = - , bezeichnen mit k eine 

beliebige gerade Zahl c m und zerlegen die rechts stehende Reihe 
auf folgende Weise: 

= ’ - w* "mY + 0“ y ‘ - 

■ ■ + (— ("»)»-» (ja» ^ + (— »)** (“)* (jan 5, 

(*+i)(Ä+ 2 )“ 

{w — k}...(m—k — 3)f^_zY 

+ -(r4r[y:.-.-(Hri; - 

zur Abkürzung sei 

jb-t-ä z m — k — 1 z m — k — 2 z 

2 ) r+T = ~iqr3~ 

u. s. w. 

mithin 

3) 5=1— + ?,?,73y4 — f i7*ys?4?5V6 -f- 

Da m und k nicht von : abhäQgen und m nur gröfser als k sein 
mufs, 80 kann man sich z als gegeben verstellen und k und m will- 
kUhrlich wählen, jedoch in der Weise, dafs 

k"^ z und zugleich mtan—<z k 

m 

ist Die letztere Bedingung läfst sich jederzeit erfüllen ; bei unend- 



lich wachsenden m convergirt nämUch m tan ^ gegen die Grenze z, 
welche vorausgesetztenuafsen weniger als 4- beträgt, folglich mufs 
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m hinreichend grofsen m kleiner als k werden und blei- 
ben*). Nach diesen Bestimmungen ist 



d. h. 



m — k 

x-fT' 



■ k— 1 



X-f-2 
d. h. 



tan 



, ,^mtan — 


X\ k 


V mj X-l-l 


m) k-\- l 


9i < 

hat man 




, , , m tan — 


ft 


V /« Jx4-2^' 


l' m ) 


72 < 1, 





X-f-2 



<1 



^ - XII /»I /ai 14 

positive echte Brüche sind; mithin ist auch 

‘ > 'li'li'hlili'U > 

Die Summe einer endlichen alternirenden Reihe — 

«3 -f- etc., in welclier jedes Glied gröfser als das nächstfolgende ist, 
beträgt aber (bei jeder beliebigen Gliederzahl) weniger als der erste 
Summand und mehr als die beiden ersten Glieder \ in 

der Anwendung auf Formel 3) uuter Rücksicht auf No. 4) folgt nun 
* 'lud A' > 1 — 'ii'ii, mithin ist S ein positiver echter Bruch, 
welcher p heifsen möge. 

Nach dieser Restuntersuchung kehren wir zur Gleichung 1) zu- 
rück und geben ihr folgende Gestalt 



1-- 









1 . 2 . 3 . 4 






+ 



^ ( 


X — 3 > 


1 








. . . . (X 


— 2> 








■v 


J 1 


f 

1 rfi i 


X 




Ui tan -*■ 1 1 

( m) 



*) Mun kann übrigens leicht solche rh finden, welche m lan ~ machen; es ist 

m 

Qkmlich 



m fan - : 



Wihit man erst daun 

ScklOmilch aifcbr. Analy«if dritte Vuf! 






13 
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Lassen wir m in’s Unendliche wachsen, ohne h zu ändern, so nähern 



der gemeinsch^tlichen Grenze Null, 



,k 



sich die Brüche - , ^ . *- 

m m m 

ferner ist nach Formel 8) in §. 10 

him I m lau — I r= s , 

V 

und nach Formel 10) desselben Paragraphen 

] = 1, 

mithin ergiebt sich zusammen 

5) cos 5 = 1 — - I* + * — 

1.2 ' 1 . 2 . 3 . 4 

1)B-1 ' J) 1* - P . 

Diese Formel stimmt mit dem in No. 3), §. 19 erhaltenen Resultate 
überein, wenn x für z geschrieben, und die gerade Zahl l> = 4/j -J- 2 
gesetzt wird. 

Die Formel 5) in §. 4.3 gestattet eine ganz ähnliche Behandlung. 

Substituirt man nämlich u = - und versteht unter k eine ungerade 

m 

Zahl c m , so hat mau / 

Sin s z / ^ \ ^ 

Ö) y- ■ -,V » = ("')i '«» - — ("0.1 ( -I + 

. . . -|- ( — ^/aa -|- ( — i)l(e— •) (Hl)^ ^laa 5, 

(m — X-)(m— X — 1) / s\ä (to— X)...( m— X— SIZ 
- (X 4-1) (X--f 2) [ " mj + (X > l)...(r-f- 4r [ ra) -• 
Für die mit S bezeichncte Summe gelten wörtlich dieselben Schlüsse 
wie vorhin; ihr Werth ist ein positiver echter Bruch p, wenn 
und m so grofs gewählt wird, dafs die Ungleichungen 

m ^ X ;>■ z und m lan C X 
m 

zusammen statt finden. Die Formel 6) läfst sich schreiben 



m > 






50 folgt ans dieser Ungleichung 
1 



V'-& 



k und um so mehr m /an — ^K. 
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.«('« 3 1 . 3 V in) \ m) f 3 \ , 

^ _ = - »I tan I m tan — I -4- . . . . 

( 3\" 1 m 1.2.3 V. m) ~ 

I CO.« - I 

1 . 2 .... (A — 2 ) V mj 



••• + (- 






O-yO-y-O-'-r) 



(mtan 



1.2 k 

und hieraus folgt bei coustauten k und unendlich wachsenden m 

7) sinzz=-z— 1— jS -1 L. j5 _ 

’ 1.2...(^ — 2) ’ i.i...k ' 

was mit der Formel 4) in §. 19 übereinstimmt ' 

Die unter No. 5) und 7) erhaltenen Resultate bringen wir auf 
die Form 

1 3* 

COS Z ( 1 )«* p 

'• ''•^1.2.3...* 

= 1 — f— -I — 4.(_iv;*-i f 

1 . 2 ' 1 . 2 . 5 . 4 ■ ^ ^ ' 1 . 2 . . . (A — 2^ ’ 

1 3*' 

sin z — ( — l)i(*^->) n — -- — , 

^ ‘ ^1.2.5...A 

sS -6 , . 1-2 

1 1 . 2 . 3 ' 1 . 2 . . ö ^ ' 1 . 2 . . . (A — 2 J ’ 

und lassen die ganze Zahl k in’s Unendliche wachsen; es ist dann 
für jedes unendliche i , , 

3* 

Lim — = 0 , • 

1 . 2 . 5 . . . A ’ 

gleichzeitig werden die vorkommenden Reihen unendlich, und es er- 
geben sich die beiden eleganten Formeln 

,2 .1 .(! 

8) cos 3 = 1 — " 1 " 7 -I- , 

’ . 1.2'l.2.3.4 1.2. ..6' ’ 

. .3 .6 

9) sin z =:- — - — I ” 

Zufolge der ünbeschränktheit des r ist hiermit das Problem gelöst, 
den Cosinus oder Sinus jedes beliebigen Rogens zu finden. Wollte 
man nach den Formeln 8) und 9) eine Tafel der Cosinus und Si- 
nus berechnen, so würde man höchstens r = = i,57 . . . zu 

setzen haben, und dann convergiren die Reihen sehr stark. Aus 

13* 
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sin t und ros z lassen sich die tthrifjcn goniometrischen Functionen 
von z herleiten, in den obigen Formeln liegt daher auch die Lösung 
der allgemeinen Aufgabe, die goniometrischen Fuuctioneii irgend 
eines Bogens zu finden; doch werden wir nachher noch besondere 
Reihen für (an z , col z , sec z und esc : entwickeln. 



§. 46. 

Die unendlichen Producte tlir Sinus und Cosiims. 

Das Verfahren, mittelst dessen wir aus der endlichen Reihe für 
sin mn eine unendliche Reihe für sin z ableiteten , kann auch die- 
nen, um aus dem endlichen Producte für sin mn ein unendliches Pro- 
duct für sin z zu gewinnen. Wir gehen defshalb auf die Formel 6), 
§. 44 zurück, worin m eine beliebige ungerade Zahl bezeichnet, setzen 

zur Abkürzung \{m — i) = «, « = ~ und haben vorläufig 



stn z — m sin 



'1 — 



sin — 
w 



1 — I — 



Si/t ^ 
m 

27t 



Sin 



tn 



m 

nz 



Unter k eine beliebige ganze positive Zahl < u verstehend, zerlegen 
wir das obige Product folgendermaafsen 



1 ) 



2 ) 







ü' 




’ 


5 - 


1 


Si/t — 








Sin - 


1 . 


m 






1 


m 


k 


7t 






1 


. fiJt 


1 


Stn — 








Sin — 


1 


m 1 






tn 


\ 


- 







P — 



i 


- 


2' 






Z ' 


I . 


sin — 
m 




1 


1 — 


sin — 
m 


1 


. (X- -f 1 )7t 

Sin - — 

L 




i 


nrt 
sin — 

L j 



und richten die Aufmerksamkeit zunächst auf das aus n — k Fac- 
toren bestehende Ergänzungsproduct P, welches unter der kurzen 
selbstverständlichen Form 
3) R=(l -(),)(! 

dargestellt werden möge. 

In den Nennern der mit Q,, etc. bezeichneten Brüche kom- 
men der Reihe nach die Bögen 

-I- 1 /• -4- 2 n n 

J — jt _ J — TT n = - — j — - n 

m m m 2« 1 

vor, die sämmtlich ^:t sind; in den Zählern hat man immer den 
Bogen welcher kleiner als alle jene Bögen ist, sobald 
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4 ) 



n = — !):?»*>- 

7t 



genommen wird, denn aus dieser Ungleichung folgt 



// m — 1 k z 

— n = — — 7t ^ — Ji > — . 

m 'Im m m 



Da nun im ersten Quadranten dem gröfseren Bogen der gröfsere 
Sinus entspricht, so .sind unter der Voraussetzung 4) 



S ' , z ^ z 

stfi — ' sin — sin — 

m m m 



. (^-4-1)71 . (^-|-2)7t , »7t 

St» ' Sin — - sin — 

m in m 



echte Brüche, mithin liegt auch jede der Gröfsen Qj, Q, etc. zwi- 
schen 0 und 1. Dasselbe gilt von den Differenzen 1 — Q,, l — Q, etc., 
folglich ist 

(1 — (>,) (t — ^,) . . . ( t — U„_*) < 1 

d. h. 

5) /'<!. 

Um zweitens eine Gröfse zu erhalten, die weniger als P aus- 
macht, benutzen wir den leicht beweisbaren Satz, dafs ein Product 
von der Form (l — <^i) (* — . . . mehr als die Differenz 

> - (<?. + <«>.+• . .) beträgt, sobald Ql , Q. etc. positive echte 
Brüche sind*); daher gilt die Ungleichung 
C) 1 - ((>, + (U -f- . . . . , 

welche sich auf folgende Weise vereinfachen läfst. Es ist identisch 
^7t sin o — a = a( 1 — sin n) sin o {tan a — a) cos^a 
fl 2 7t — «) — sin ( j 7t — oi] sin a ; 

und wenn der Bogen n im ersten Quadranten liegt, so sind die Dif- 
ferenzen 

1 — sin «, tan a — a , (^rt — a) — sin (^:t — o) 
positiv, mithin besteht die rechte Seite der vorigen Gleichung aus 
drei positiven Summanden und folglich ist 

1 7t 

\itsin ct oder . — — • 

* sin « *2ct 



*) Man hat nämlich unter der obi|;eu Voraussetzung 

(1 -(?,) (1 -<?.,) = 1 - W, -f- (?,) -fOiOa 

und bei Weglassung des letzten positiven Summanden 

Durch Multiplication mit 1 — • (J^ folgt 

(i-e.xi - 

> 1 - (C>. -F -F 0,) -F (0. -F 0,) 0. > 1 - (C, -F (?i + 0,), 

wo man beiderseits wieder mit 1 — multipliciren kann u. s. w« 
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Für o = — ergiebt sich hieraus , wenn — einen Bogen des ersten 
m ° ' m , ° 

Quadranten bezeichnet, 



V'" ™ j 

und wenn man diese Ungleichung mit der folgenden 

' \ tiij III “ 



multiplicirt, so wird 



m 

hn 



i! JL 

4 ■ 



Der links stehende Ausdruck ist irgend eine der mit Q bezeichne- 
ten Gröfscn ; für // = A -f •, ^ + 2, . . . n und durch Addition aller 
entstehenden Ungleichungen erhalt man 

+ (^i + (^s + + 

1... J^. +1 

4 1)* -r ,/ .f T •••• -r„i 

In Folge der Bemerkung, dafs 

' cl_ __J ... 

X-l-1’ (X-f 2)^i 1 X-f2’‘ 



mithin 



1 



(A -H I" + 2 )* 



j-f-.-.H — 1 '^7 

iS • • X- II *• 



X- II k 

ist, wird die Ungleichung 7) einfacher und zugleich stärker, nämlich 

(>. +yä+<?3+- - 

Zieht man beide Seiten von der Einheit ab und beachtet die Un- 
gleichung 6), so gelaugt man zu 



8) 



P-> 1 — 



4X’ 



Die Relationen 5) und 8) geben zu erkennen, dafs 



P— 1 — 



4X- 



gesetzt werden darf, wo p einen nicht näher bestimmten positiven 
echten Bruch bezeichnet. 

Nach diesen Erörterungen kann man sehr leicht angeben, was 
aus der Gleichung 1) wird , wenn m in’s Unendliche wächst und k 
constant bleibt ; es ist nämlich 
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Lim I m — I = I , 

L ”‘J 

Z ,5 * 

sm - m sin — 

m m z • 

sin — in sin — 

m m 

der Werth von P ändert sich nicht und daher wird 

n 

Durch ganz ähnliche Betrachtungen licfse sich aus Formel 2) 
in §. 44 ein analoger Ausdruck fi\r rns z ableiten, doch gelangt man 
hierzu kürzer auf folgendem Wegej In No. 9) setze man das eine 
Mal 2l' für 1, das andere Mal iz für z und luultiplicire die letzte 
Gleichung mit 2 ; diefs giebt 

t' = = (' - (' - B>.i) • ■ • 






WO q und q" nicht näher bekannte positive echte Brüche sind. Divi- 
dirt man die erste Gleichung durch die zweite, so ergiebt sich 
10) cos Jz; = 






e 

nX- 



l — 



16A 



und diefs ist die gesuchte Gleichung, in wclclier man nur 2i für i 
zu schreiben braucht, wenn man eine Productenformel für cos z ha- 
ben will. 

Der Gleichung 9) crtheilen wir folgende Gestalt 

,5g==('-S)(-,yO-Ä)-(-Ä) 

kk 

und gehen dann zur Grenze für unendlich wachsende k über. Der 
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Grenzwertli der linken Seite ist shi z, rechter Hand wird das Pro- 
duct, welches aufser z noch k Factoren enthält, zu einem unendlichen 
Producte*), mithin 

11) » = = = (l - 1’ ) (, _ (, - .... 

Aus der Gleichung 10) ergiebt sich durch gleiche Behandlung 

oder, wenn man 2: an die Stelle von r treten läfst, 



13) 






Die Gleichungen 11) und 13) führen zu dem henierkcnswerthen Re- 
sultate, dafs alle sechs goniometrischen Functionen unter der Form 
unendlicher Producte dargestcllt werden können. 

In dem speciellen Falte i = {it giebt die Formel 11) 

_ 7t 1 . .5 .1.5 5.7 

2 ■ 2 . 2 ■ 4 . 4 ■ öTe ■ ■ ■ ■ 

und umgekehrt 

^ 2~7’3'3'5’5’7 ’ 

auf ähnliche Weise erhält man für x = Jn 

Überhaupt gelangt mau immer zu einem unendlichen Producte für 
die Ludolph’sche Zahl, wenn man i gleich einem aliquoten Theile 
der Peripherie setzt, dessen Sinus bekannt ist. ' 



§■ 47. 

Reihen für Isint, fco5Z u. w. 



Aus den im vorigen Paragraphen entwickelten Productenfor- 
meln 11) und 13) lassen sich wieder Rcihcnformeln ableiten, wenn 
man beiderseits die Logarithmen nimmt; um hierbei die Logarith- 



*) Ein unendliches Product converjnrt oder diverprt, jcnAchdcm e* sich einer be- 
stimmten endlichen Grenze nähert oder nicht. Die Entscheidung hierüber ist leicht, 
wenn man die Logarithmen nimmt; eonverglrt nämlich die Reihe 
ö’,, -f ö’, -F Iw, (Uj -F . . . • 

und ist ihre Siunme von Null verschieden , so coiivcrgirt auch das Product 

; 

in jedem anderen Falle divcrgirt das letztere. Dafs das obige Product convergirt, ver- 
steht sich nach der Ucrleitung von selbst , könnte aber auch direct bewicscu worden. 
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men negativer F.aetoren zu vermeiden, beschränken wir in No, Hl i 
auf das Intervall 0 bis -|- n, und in No. 13) auf das Intenall 
— bis -f- Hiernach gelten folgende Gleichungen 

1) + /(, - ^;) + /(i - 

2) /co^ I = /(t - + /(• - 



U < 



+ 



welche wieder als Ausgangspunkte zur Entwickelung weiterer gonio- 
metrischer Reihen dienen. 

In No. ' 1) denken wir uns r -f- statt : geschrieben und tt so 
klein gewählt, dafs auch i ^ zwischen 0 und n liegt ; von der neu 
entstandenen Gleichung subtrahiren wir die Gleichung 1) und haben 

'(■«)= 



Bei hinreichend kleinen i ist - ein echter Bruch, mithin 
und hieraus folgt bei positiven 9 






r , »\ & 1 



oder auch, wenn 9 einen nicht näher bestimmten positiven echten 
Bruch bezeichnet 

'(' + ’)=H(r)’- 

Unter der Voraussetzung eines echt gebrochenen positiven .r ist 
ferner 



mithin 






> X 



und zugleich 






d. i. 
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man ist daher berechtigt 



oder 



tigt 

\l —xj ' 2 t — X 

/( 1 — ■*■) = — X 



.P- -f _ 

Ü 1 — X 

ZU setzen , wo einen positiven echten Bruch bezeichnet. Für 

_ 2i » -j- 

Z* 

ergiebt sich hieraus ^ 

_ e, J + ®*T_ 

^ V, — z'^J h’^7i‘ — z^ 2 — ü*]|/i"''a* — (s-|-dj®] 

und wenn wir" die Gleichungen 4) und h) ziu- Transformation von 
No. 3) benutzen, so haben wir nacli beiderseitiger Division mit 9 



e» 

2; 2 

2; + 9 


Pi 


I2i4- 9)2 9 




2 


■ f„2_ 


2z 9 




(2s -f- 9)* 9 




_ 

2 


■ f2^i— 


2v 4- » 


es 


(23: -f 9)» 9 




2 


’ [52,t 2 — ;l||'32;i2 — (^•-|-9)‘'^] 



In der ersten Verticalcolonne hat & den Coefficienten 

- J 1 h * I- - h • 

diese Reihe convergirt und daher ist ilire Summe eine endliche Grö- 
fsc, welche P hcifsen möge. In der zweiten Verticalcolonne findet 
sich J^(2i -|- 3)^ 9 multiplicirt mit 

J ? 2 _ , 

[n''^ — i'^] [a‘-^ — i2*;t'* — s*] — (" ^ ^)'*1 

J- ... - L 

^ f3-2;j2 _ (j-rj. ^|2] -r 

und da vorstehende Reihe selbst in dein Falle convergirt, wo man 
alle /übler durch die gröfsere Einheit ersetzt, so' ist ihre Summe 
von endlichem Werthe, welcher Q beifsen möge. Statt No. ü) haben 
wir jetzt 
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^ / sin fs frU 
9 V 3 ) 



2i 



2s 



2s 



2'in-'' 



— P9 — (2; + »)* Q. 

Um auch die linke Seite in eine andere Form zu bringen, bemerken 
wir, dafs der Quotient “ um so weniger von der Einheit 

sm z 

differirt, je kleiner 9 ist ; wir setzen daher 

8 ) 

sm z 

und erhalten 

1 Y «//»fs-{ - 
9 \ sin z ) 



i(\ -}-d)^/(l -f 3) S 
9 ~ S '9 



— /[l 1 “I" ä )^J . 



.«I« ( s -|- O' ) — sin z 



9 . sin z 

oder auch, wenn die Differenz der Sinus in ein Product aus Cosinus 
und Sinus verwandelt wird 

1 1( +_ tl'i = /rn 4- 3 ^ < = 4- P 

9 sin s J LV J ^ ^ , 

Die Gleichung 7) wird jetet zur folgenden 

Sinz 



2s 

rü 



2s 

■ 2 'Di» — s"i 



2s 

’.viir«'— s* 



— l>9 — ^Q(2z -|- 9)2 

und hier kann mau den Übergang zur Grenze für unendlich abneh- 
mende 9 leicht ausführeu. Da nämlich 5 gleichzeitig mit 9 gegen 
die Null couvergirt, so ist 

i 

Lim j/[(t -f- 3)^]| = /e zzz 1 , 

, sin i 9 

ferner haben l‘9 und |(>( 2s-üf>)'^ 9 zur gemeinschaftlichen Grenze 
die'Null, und so bleibt 



I 

rot s — - ■ 



2 s 



2s 

22^'2 — si 



2s 



9) 

^ s — z‘ — z's — , 

Der anfänglichen Voraussetzung gemäfs gilt diese Gleichung zunächst 
nur für solche t, die zwischen o und n enthalten sind, da aber' die 
vorkonimende Reihe immer couvergirt, wenn nicht gerade : ein Viel- 
faches von n ist, so läfst sich vermuthen, dafs die Gültigkeit der 



Digitized by Google 



204 



Cap. VIII. Die goniomctrischen Reihen. 

obigen Formel noch weiter reichen werde. Um diefs zu untersuchen, 
bezeichnen wir die Summe der Reihe mit /'(i) und zerlegen folgen- 
dermaafsen 



— 2s 



ist, und hat dann 



( ' - 


'A ( ' 


J ^ 




\7t Z 


7t -j- Zj \i7t — 


-i in-f-zj 








{ ‘ 










tin -f z) 


1 


+ 


V j. 


1. 


«-fl)® 


n® — s® ^ 1« + 2) 


_j2 T 






ist dann nach No. 


9) /■(:) = *• 


Liegt aber 


und 2 ;r, 


so kann mau s = 


:t -f u setzen, wo 


0 « <; * 



/(" t“) n u ' u ' II 7t — 2;i — 

... ’ • 

. (n — l)n — « ' (n \ ) 71 u 

^ ^ jl(n 1 jt® — ( -j- • " "1“ 2 )* n* — “F F—| 

oder bei anderer Anordnuni; 



/(" + «) 



I 



1 



+ 2(n:-f «) - 



Il7t + " («+«)«+" 

1 1 



(l « -{- 1 J* ( Jt -}- u)'^ "^ ( // -j- 2 )* Tl'^ ( JI «)■* 

1 2 « 2 « 2 « 

II 7l‘ — «* 2'^7t‘^ — ^ ‘ (n — 1 )* 7l'^ — «*' 

Läfst miin die willkührliche ganze Zahl n in’s Unendliche wachsen, 
so findet mau leicht, dafs sich die Summe der Reihe 

’ L — L 

(ä -|- t )* Ji® — (n-|- «I* ^ (n -f- 2)® n® — 

der Grenze Null nähert und daher \\ird 






...I 



ß7t-\-n) = /(ll), 

d. i. weil II zwischen 0 und ti liegt 

f(7t -j- u) = cot II = cot (n -j- u). 

Die Gleichung 9) bleibt also richtig, wenn für i ein Bogen zwischen 
7c und in genommen wird oder wenn der vorkommende Bogen um 
7t wächst; sie gilt daher successiv für alle Bögen zwischen 0 und ji, 
7t und 2;t, 2 ji und 5n u. s. f. Bei negativen : ändern beide Seiten 
der Gleichung ihre Vorzeichen und licfem nichts Anderes wie für 
gleichgrofse positive i. Damit ist die Allgemeingültigkeit der For- 
mel 9) bewiesen. 
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Ganz iilinliche Betrachtungen lassen sich an die Formel 12) in 
§. 40 knüpfen, doch gelangt man zum Endresultate kürzer auf fol- 
gendem Wege. Aus No. 0) folgt, wenn man für : schreibt, 

t _ 2z _ 2z _ 

^cot ^ 



zieht man hiervon die Gleichung fl) ab und berücksichtigt die gonio- 
metrische Formel 

^ent 4s — ent z = ^lan ^z , 

SO erhält (nan nach Multiplication mit 2 

10) ia„ ^z = ^ , -I- + yrj"-z^ + • • • • 

oder auch 

^ + (^)^ + 

Mit Hülfe der goniometrischen Formel 
cot z -|- tan J I = esc z 

ergiebt sich aus den Gleichungen fl) und 10) 

12) «c i _ - -f _ 5I + 5 -^ 71 * — zi 

Um schliefslich eine Reihe für sec i zu erhalten, bringen wir 
die Reihe 12) auf die Form 

= U-i-:* 

s ' i« — z n jj — z 2n -f- ij 

4.'LJ J-J_ 

' — z ö;i -j- sj 

und lassen — i an die Stelle von i treten; durch. Vereinigung 
der einander entsprechenden Brüche folgt dann 

n 5 ti , an 

13) ec J + •••• 

' §■ 48. 

Transformatioa der vorigen Reihen. 

Wir kehren zur Formel 1) des vorigen Paragraphen zurück und 
stellen sie in folgender Gestalt dar 

wobei alle Logarithmanden positiv sind, wenn : zwischen — n und 



-4- n liegt. Unter dieser Voraussetzung sind - , ~ etc. echte 

' TT 2/C 07C 

Brüche, mithin lassen sich alle auf der rechten Seite vorkommenden 
Logarithmen mittelst der Formel 
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/(t — !■) = — X — Jx* — \x^ — — . . . 

— 1<X<1, 

in Reihen verwandeln, die nach Potenzen von i fortschreiten; 
giebt 




\ z* 1 





‘i !*;!■* 


3 1 




1 


1 




22*x* 


5 2*’Ji'' 




1 x' 


1 I« 




2 


3 .3'’n*l 



diefs 



Die vorstehende Doppelreihe genügt den Bedingungen, unter welchen 
die Anordnung nach Verticalcolonnen erlaubt ist (§. :I3), daher hat 
man auch 






, i + 2* ^ 3» 



+2^ +5* + • • • •) i 



Setzt man zur Abkürzung 

l) >5« = - 5 + 3" "l" ' 

wobei die Reihe für m i convergirt, so wird die vorige Gleichung 
zur folgenden 

= 

Auf ganz ähnliche Weise läfst sich die Gleichung 

/ro* X = /(i - + {' - + • • • ■ 

behandeln, wenn : zwischen — und ix liegt; mit Hülfe der 
'^kflrzung 

3) = J« + 51 S + + ■ ■ • • 

% 

hndet mah 

9*T 7’ 96 T ’ 

‘ * Ji* ^ ;i'' ’ 



— l'T c I -f Ix. 

Die Summen , T, , etc. können übrigens durch die vorigen 
.Vj, S^, etc. ausgedrückt werden; nach Formel 1) ist nämlich 



Digitized by Googte 



Cap. VIII. Die goniometrisL-hen Reihen. 



J S - + 

2 »» *^w — 2 " • 4 "* * (>"*■* 
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und wenn man diefs von No. 1) subtrahirt, so bleibt 

2"' \ 1 1 \ 

~2m ~ j 3* 5™ ' * • * 

Efemnach kann inan statt N’o. 4) schreiben 

OJ/CO, T ^2 •'1! „1 - i ^6 - •••• 

— I« < -J < + ; 

dasselbe Resultat erhalt miui aus Nu. 2) mit Hülfe der identischen 
Gleichung 

Die Formeln 2) und 5) lösen das Problem, die Logarithmen der go- 
niometrischen Functionen direct aus dem Bogen herzulciten. 

Um auch die für cot : , hin z, esc z und sec z gefundenen Rei- 
hen in Potenzenreilien umzusetzen , nehmen wir zuerst die Glei- 
chung 0) in §. 47 vor und schreiben dafür 



/ ros : 



i 

cot I =: 



iz 

tU)-4 



(Ä)' 



Unter der Voraussetzung, dafs : zwischen — n und -f n liegt, sind 

etc. echte Brüche, und dann lassen sich die einzelnen 
n' in' 5 tc ' 

Reilienglieder nach der Formel 

1 



1 X 



= I -j- I -j-. -j- -l-. 



- t < X C -f 1 , 

entwickeln ; mau erhält zunächst eine Doppelreihe, w elche nach Poten- 
zen von z angeordnet werden darf und zu folgendem Resultate führt : 



6) 



1 iS^ iS, 

cot Z = Z , 



71^ 



— :t<; s rt. 

Die Gleichung 11) in §. 47 gestattet eine ähnliche Behandlung, 
wobei — i« C vorauszusetzen ist; kürzer gelangt man 

mittelst der Formel 

cot z — 2 cot iz = tan z 

zum Ziele, nämlich 



, 2(2* — . 2(2< 

') tanz= ^3-^ 

71* 71^ 



2(2«-l)5„ _ 

H -■- + 



4^ Z -|- J? 
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Lälst man an die Stelle von i treten und addirt die neue 
Gleichung zu No. 6), so erhalt mau 

1 ) .S, , (g^-D V« 

■i " ' „i 

+ + 



8) 



: - -f 



— n: < I < 4- 7t. 

Die Reihe für ser z entsteht aus der Reihe in No. 13) des vo- 
rigen Paragi’apheu , wenn man letztere in folgender Form darstellt 
_ ^ _ 1 4 1 



1 7t 



= '-_J . J__ L + 

1 ” 5 ™ ^ 6 " 7 " ' ■ 



c;o‘ " --(sy 

und die einzelnen Rriiche nach Potenzen von r entwickelt, wobei 
vorauszusetzen ist, dafs : zwischen — |7t und -f- Iti liegt. Man er- 
hält vorerst eine Doppelreihe , welche indessen eine andere Anord- 
nung gestattet; setzt man zur Abkürzung 

9) , V„ 

so ergiebt sich 

qS/- qi [! qKfi 

101 .rr t = ^ 

7t 7t^ ' Tf* 

— -4a <s 1’^ 

Es liegt sehr nahe, die Fonneln (3), 7), 8) und 10) einer Art 
von Probe zu unterwerfen, welche auf der Remerkung beruht, dafs 
die links stehenden Functionen als gebrochene Functionen gelten 
können , nämlich 

cos : sin i 

cotz= . — , tan z = - \x. S. W. , 

stn z cos z 

und dafs folglich die obigen Reihen den Quotienten aus den Reihen 
für cos I und sin z gleichgelten müssen. Multiplicirt man z. B. die 
Gleichung 7) mit 

cos .1 = 1 4 — , 

1.2 ' 1 . 2 . 3 . 4 ’ 

so kann das Resultat nicht verschieden sein von 

.... 

^ stn ; 



I - 

f" 



z^ 4- 

1 . 2.3 ' 1 . 2 . . 5 ’ 

und dai'in liegt ein Mittel, um den Cocfficienten der Reihe 7) auf 
andere Weise zu bestimmen. Schreiben wir statt No. 7) kürzer 

11) /(7ni = rtlj4-«3j9 4-0(,j5 ^...., 

so erhalten wir durch die erwähnte Multiplication 

sin .t = 4- ^ ^ J z^z-\- 
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und nun fuhrt die Vergleichung mit der Sinusreihe zu folgenden Re- 
lationen 

1 

aj 1 

. 1.2.3’ 

a, , a. 



5’ 



fl. -1- “> = 4- ! 

1.2^1. 2. 3. 4 ^1.2. 3. 4. 

oder überhaupt fUr irgend ein ungerades n 

12) fl J L... 

' ' 1 .2 ^ 1 .2.3.4 1 .2...6 ' 

= (_i)l(— ■) — 1 . 

^ ’ 1.2.3...« 

Diese Gleichungen geben der Reihe nach 

2 16 

tf , =r 1 , rt, = , fl. = 

* ’ ’ 1.2.3’ ‘ 1 .2.3.4. 6’ ’ 

wonach es passend erscheint, die Zähler 1, 2 , 16, etc. mit besonde- 
ren Buchstaben zu bezeichnen. Wir setzen daher 



“• 1.2.3...« 

und dem entsprechend nach No. 11) 

13) lanz = ^^s-\ L5__j j i 

' 1 ^ 1 . 2.3 ‘ 1 . 2. .5 ^ ’ 

die Formel 12) geht nach Multiplication mit l . 2 . 3 . . . 7i Ober in 
«(« — 1) I n(n — 1)(« — 2)(n — 3) 

T 1 . 2 . 3 .1 ' ~ 

= (— Dil—’ > 

oder, weil n eine ungerade Zahl ist 

14) T, — (n)j -f («)< —...=sin I««. 

Für n= 1 , 3, 3 etc. ergeben sich hieraus die schon bekannten 
Werthe ij = i, t, = 2, t, = 16 u. s. w^ auch übersieht man leicht, 
dafs alle t ganze rationale positive Zalilen sind. Durch Verglei- 
chung der Formeln 7) und 13) erhält man die Relationen 



2 (2» -1)5, 



2 C2< — 1) 5. 



1.2.3’ 



welche zur Kenntnifs der Summen S^ etc. führen, nämlich 



5 -ü! C _!!! 5 



SdüABÜck Alfcbr. ARslyiii dritte Aoil. 



14 
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und Überhaupt für ganze positive k- 

15) _L J. J. = 

> ,i* T .J.U T 3« X 2 (2“ — 1 ) . 1 . 2 . . . (2X- — t )■ 

Zu einem ähniiehen Resultate gelangt man durch Multiplication 

der Gleichung 10) mit der Entwickelung von cos i. Setzt man nämlich 

16) , = 1 + 3,^ 4- ^ 74 " + > 

— i’i<5C+ Jn:, 

SO erhält man durch die angedcutctc Multiplication 

' Vl.2 1.2/ ' Vl-2.5.'l 1.2 1.2 '1.2. 3. 4/ ^ 

und hier müssen die Coefficienten von z-, :■*, r“ etc. der Null gleich 
sein. Demnach ist für gerade n 

_f- _L J ^ _ _o 

1.2...n 1 . 2. . (« — !2)' 1 . 2 ' I . — 4)‘ 1 .2.3.4 

oder durch Multiplication mit l . 2 . . . « und wenn man sin ^nn: für 

0 schreibt 



17) 



% — (»G »«-. + (»)4 



: sin ^nn. 



Wie man sieht, gilt für die in der Secantenreihe vorkommenden Coef- 
ficienten das nämliche ßildungsgcsetz wie für die Coefficienten in der 
Tangentenreihe ; die Werthe « = 2, 4,6 etc. geben der Reihe nach 



1 , Tg 



6 t etc. Die Vergleichung von No. 10) mit 



No. 16) führt noch zu den Relationen 



U, = — , IJ, — - 
und überhaupt 
18) 4«TT 



1536 



L. . J . 

1 I 5/t+i 






Tu >»**■*■ ' 



Theoretisch bemerkenswerth ist die erste dieser Gleichungen nämlich 

n 1,1 1,1 

~5+5~7+9“-- 

wenn sie auch wegen der sehr langsamen Convergenz der Reihe 
nicht zur Berechnung von n dienen kann. 

In Folge verschiedener Anwendungen, welche die Summen <S’„ 
iS, , Sg etc. bei anderweiten Untersuchungen gefunden haben, ist es 
üblich geworden, die Quotienten 



iSj Sg Sg 

2»«» ’ 



2i„i’ 2»«» ’ ,2»;i“’ 

auf besondere Weise zu bezeichnen; man setzt nämlich 

Aji Btk—\ 



19) 



2“-‘ ; 



1 . 2 . 3 ... (ik) 



1 
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und nennt ßj, etc. die BernouIIi’schen Zahlen. Diesel- 
ben sind leicht aus den Coefficienten t,, t„ etc. herzuleiten, denn 
der Vergleich von No. 19) mit No. 16) giebt 

ft fU-i 



Bu-i = 

mithin für 1- = l , 2 , 3 etc. 



2“-‘ (2“ — 1) 



«1— g, ^3-30- — 42’ ^'~30’ 

691 



66 ’ 



_ „ 7 _ 3617 „ 43867 

“ 2730’ 6’ ‘ 5tb ’ *’ 798 ^ ' 

Nach dieser Bezeichnung ist 

20) ca/a = - 

^‘«3 .. . 

1 . 2 . 3 . 4.5 ’ 



— «<sC + n; 

21) ra. , = 

•' 1.2 ^1 .2.3.4 

2Gf2« — |)Ä 

-I »* + , 

^ 1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 6 ' ’ 



22) ete i' 






2 12> — DR, , 2(2» — 

i ^ -J- 

1.2 • 1 . 2 . 3. 4 



DR. 



, 2(2» — 1)R, 

'• 1 .2^3. 4. 5. 6 






— »<»< + «• 

Der Symmetrie wegen schreiben Manche auch ßj, ß^, ßj etc. statt 
der Secantencoefficienten t^, t^, etc. 

Das Gesammtcrgebnifs dieser Untersuchungen besteht in dem 
Satze, dafs alle sechs goniometrischen Functionen in Potenzenreihen 
verwandelbar sind, wenn der Bogen, von Null ab gerechnet, nicht 
weiter ausgedehnt wird, als die betrefifenden Functionen sich conti- 
Buirlich ändern. 



14 * . 
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C a p i t e 1 IX. 

Die cyclometrischen Reihen. 

§. 49. 

Die Reihen für orcsin arccos x n. s. w. 

Um eine Reihe für arcsin x zu erhalten, gehen wr auf den 
in §. 18 bewiesenen Satz zurück, dafs iircsin x der Grenzwerth ist, 
welchem sich der Ausdruck 

• [' + j/Ti-gy + j7r:"(Hf + 



+ 



:+ 



bei unendlich wachsenden n nähert oder dafs 
1) arcsin x * 





1 



gesetzt werden kann, wenn man unter t eine Gröfse versteht, welche 
bei unendlich wachsenden n die Null zur Grenze hat Die rechte 
Seite der vorstehenden Gleichung bringen wir mit Hülfe des bino- 
mischen Satzes auf eine andere Form; es ist nämlich für echt ge- 
brochene ; 



i . 3 



V» — X’ 






1 . 5.5 

2.4.6 



+ 



, 1.5. 5.. .( 2t — 5) 

2 . 4 . 6 . . . (2Ä — 2) " 

J. Lliv .« i , I 1^' + ’ .* I «) (2^+ 3) .1 , ) . 

*2.4 (2A-) " I ' 2Ä- -|- 2 “ (2X- -j- 2) (2/t- -f 4) " ■••••(’ 

die Summe der zuletzt eingeklammerten Reihe ist positiv und klei- 
ner als 

i + + + + = 

sie kann folglich mit 



\ 
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9 

1 — s* 

bezeichnet werden, wenn man imter p einen nicht näher bestimmten 
positiven echten Bruch versteht. Die nunmehrige Gleichung 

JL- — 1 -f =1 4- 1-—- -f 

yi_3» ‘2.4 *2.4.6 ' 



. . 4- * • ^ ^ 

■ O h / o /. O V ^ I 



, (2/t — fz 



,ik 



2 . 4 ... (2^ — 2) 



2.4 .... (ik) 1 — s» 
benutzen wir zur Transformation der rechten Seite von No. 1), in- 
dem vdr der Reihe nach 

X 2 x 5x (n — l)x 

* a’ n ' n ' ' ' ' ‘ n 
und (i, Kf, 9 i, • • • 9n-x fd>' 9 setzen; diefs giebt 

arcsin x -j* * 

_ nä 

rS 



_ ,1 jg -f 2» -f 3» -f . . . -f (a — Qä 



X -I — . 
' 2 



+ 



1 . 3 t* 4-2* 4-5* -f ...4-(a — 



2 . 4 



1 . 3. 5 i 6 4.^64-36 4 -.,. 4 - (n — 1) 6 ^ 



2 . 4.6 



4- . . . . 

1.3 ...(2/1 - 3) 1«-» 4- jlk-1 .y . . . ^ 

‘ 2. 4 ....( 2 Ä — 2 ) ■ «'^*-1 ■* 

1 .3... (2^ — 1) 

'•'2.4 (2k) 




••• + 



P,-. t« — D“ ) 


1-1 




'1 



«u+r 



Da X die Einheit nicht überschreiten kann, so sind die Nenner 

. -(¥)■ 

positiv und sämmtlich gröfser als 1 — x*, mithin werden alle in der 
eingeklammerten Reihe vorkommenden Brüche zu grofs, wenn man 
ihre Nenner gleich l — .r* und statt p,, pj , . . . p,„, die Einheit 
setzt. Ferner sind jene Brüche positiv, und daher liegt ihre Summe 
zwischen Null und 

,«4- 2« 4. 32*4..... 4. („_,)« 

1 — X* ’ 

verstehen wir unter p einen gewissen positiven echten Bruch, so ist 
nach diesen Bemerkungen 
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arcsin * -}- « 



. i 1»+2« + 5»4 - .... + (a 
“■Ta’ n» 



n* 



, Li® + + — n* j 

2 . 4 ■ n® ^ 

1.3.5 l«+2«-fS» + -f-fn— 0« 

' 2.4.’6‘ 



+ 

1.3. . (2^-3) 1«* -» + a»-« + . . . 4f« - 1)»-» „ , 

'•* 2. 4 . . (2A— 2) ■ n“-‘ 

1.3.. (2A'— n l" + 2« + .... + (n — 1)“ px»+‘ 

"^2.4...(2A) ■ n"+‘ ’l— x»‘ 

Es hat nunmehr keine Schwierigkeit, zur Grenze fUr unendlich wach- 
sende n überzugehen; in diesem Falle wird nämlich Lim c =: o und 
für jedes ganze positive p 

i' + aJ’-f 3*'-f ...-ff»— n»’ 1 

p 1 

mithin 



2 ) 



1 X» , 1 . 3 X» 



iT^2 3 *2.4 5 '2.4.6 



1 . 3 . 5 x' 



1.3..(2Ä— 3) X«-' 1.3..(2A — 1) x“-' 



: "1 r _L 

■ ■ ' 2 . 4 . . |^2A — 2) 2X- — I ^ 2 . 4 . . . laA; 2it -f 1 1 — x« ’ 

o<e< 1, 

wobei der letzte Summand den Rest der Reihe darstellt 

Um hieraus eine unendliche Reihe für arcsin x abzuleiten, geben 
wir der Gleichung 2) die Form 



px‘ 



.»+1 



1 . 3 . 5 ... (2* — 1 ) 

2.4.6 (2^) ^2A-|- i) (I — X») 



= 1 + 



Ix » , 1 . 3 X » . 1 . 3 . 5 X 



-f 

23 ^2.45 



2.4.6 



y + 



+ 



1 . 3 . 5 . . . (2* — 3) X **-» 



2 . 4. 6 . . . (2/t — 2) 2>t — l 
und lassen die bisher willkührliche ganze positive Zahl A- in’s Un- 
endliche wachsen. Unter der Voraussetzung, dafs x ein echter 
Bruch ist, haben wir Lim (x**+‘) = 0, und da ferner 
I .3.5...(2* — 1) Q 

2.4.6.... (2/t; (2*+ l)(f 

eine endliche Gröfse bleibt, so ergiebt sich 

X , 1 X » , 1 .3x® 1 ,3.5x’, 

' l' 2 3 ^2.4 5 ‘2.4.6 7 ’ 

— i<x<y 1. 
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Die hier vorkommende Reihe convergirt noch für j: = + l und 
muls daher in diesem Falle eine bestimmte endliche Summe haben; 
ob letztere =a»Tsi«f+l) ist, läfst sich aber aus dem Vorigen 
nicht erkennen und mufs daher besonders untersucht werden. Be- 
zeichnet u einen Bogen des ersten Quadranten, so gilt die Gleichung 

1 / 1 — C '« « , , . 1/1 — ' n.t « 

stn\u= y oder \it = uresi/t y , 

worin das Wurzelzeichen im absoluten Sinne zu nehmen ist; für 
«t* H = X wird cos u — — x* , « = nrcsiv .r , mithin 

^ arcsin x = arcsin y = arcsin y , 



wobei y zur Abkürzung dient. Läfst man .r von 0 bis 1 gehen, so 
durchläuft y das Intervall o bis , mithin kann arcsin y nach 



Formel 3) entwickelt werden, nämlich 
x = + 

- V + * [V + 

und diese Gleichung gilt von .r = 0 bis x = -j- l inclusive, weil 
der gröfste Werth von y immer noch weniger als die Einheit be- 
trägt Nach der ersten Formel auf Seite loö läfst sich die Wurzel 




für alle, die Einheit nicht übersteigenden x in eine Potenzenreihe 
entwickeln, dasselbe gilt von den verschiedenen Potenzen dieser 
Wurzel, und man hat daher 




+ 



Diese Doppelreihe genügt den Bedingungen, welche nach §. 33 er- 
forderlich sind, um die Reihenglieder in Verticalcolonnen zusaramen- 
nehmen zu dürfen , und daher ist für alle x von a = 0 bis a: = -f- 1 
inclusive 

arcsin x = i-|--x* -I- — x®-|-.... 

^40 ' 
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Zufolge des in §. 30 bewiesenen Satzes mufs diese Reihe identisch 
mit No. 3) sein ; man gelangt also zu keinem der Form nach neuen 
Resultate, wohl aber erfährt man, dafs die Gleichung 3) auf das In- 
tervall X = 0 bis .r = 1 ausgedehnt werden darf, wenn sie frü- 

her auch nur von .r = 0 bis x = gegolten hätte. Da beide Sei- 
ten derselben für negative .v gleichzeitig negativ werden, so bleibt 
sie auch von or = 0 bis .c = — l richtig. 

Aus No. 3) lassen sich Reihen zur Berechnung der Ludoph’schen 
Zahl herleiten, wenn man dem .r einen solchen Zahlwerth ertheilt, 
dafs arcsiit jr einen bekannten aliquoten Theil von n beträgt ; so er- 
hält man für a: = l 



4) 



^ I 1i I I I 

~ '23' 2 T 4 5 ‘ 2 . 4 . ti 7 ‘ 



1^3 1 
2.45 



1 . 3.51 



und für a: = ^ 



1 



1 



1 . 3 



1 



6 ) 



L 

6 2 ^2 ■ 3 . 2 * ' 2 . 4 ■ 5 . 2 ’' ' ’ 

welche Reihe für die numerische Rechnung stark genug convergirt 
Mit Hülfe der Relation 

arccos x = — arcsin x 

erhält man leicht eine Reihe für arccos x , nämlich 
7C X 1 1 . 3 

arccos x = 

21232.45 ’ 

wobei man für seinen Werth aus No. 4) setzen kann. 

Aus den Gleichungen 3) und 5) ergeben sich wieder unendliche 

Reihen für arccsc x und urcsec. x. Bezeichnet nämlich x die Cose- 

cante eines zwischen — und liegenden Bogens v, so hat man 

1 

CSC u =x, sin u = - 
X 

mithin, wenn beide Gleichungen nach u aufgelöst werden 

. 1 ' 

arccsc x = arcsin 

• X 

die rechte Seite läfst sich nach No. 3) entwickeln, wenn man i für 

X schreibt und beachtet , dafs i nie die Einheit übersteigt. 

Ist ferner n ein zwischen 0 und n liegender Bogen, x seine 
Secante, so gelten die Gleichungen 

1 

sec « == X , cos 1 / = - , 

X 



arcsec x = arccos - , 



WO die rechte Seite nach Formel 5) entwickelt werden kann. 



Digitized by Google 




Cap. IX. Die cyclomctrischen Beihen. 217 

§. 50. 

Die Reihen fUr arctan x und arccot x. 

Zur Entwickelung einer Reihe für arcinn x benutzen wir den 
in §. 17 bewiesenen Satz, dafs nretnn x als der Grenzwerth betrach- 
tet werden kann, welchem sich der Ausdruck 

- + by - + (W 

bei unendlich wachsenden n nähert, und dafs hiernach die Gleichung 
besteht (§. 17, No. 12) 

1) arctan x =: \x — — ^x’’ -j- 

x«-> -I — x<*+' 

4* — 1 T 4^ ^ , 

worin p einen nicht näher bestimmten positiven echten Bruch be- 
zeichnet.. Aus No. 1) folgt nämlich 

x«*+i 

arctan x — p — 



4*-f i 



= {x — -Jx» -|- ^X» — . 



1 



. X«-> 



41 — 1 

und wenn wir voraussetzen, dafs der absolute Werth von x die Ein- 
heit nicht übersteigt, so folgt bei unendlich wachsenden A- 

X«' 



r»+l 

Lim — p-. — = 0 

4A-f 1 



mithin 

2 ) 



arctan x = |x — ^x“ ^x^ — \x'^ -{- 

— 1 -^x <4- 1. 

Im Fall der absolute Werth von x mehr als die Einheit be- 
trägt, läfst sich diese Formel nicht anwenden; man hat aber 

arctan x = — arctan - 



und da jetzt J Subtrahend nach No. 2) ent- 

wickelt werden, wodurch man erhält 

3) arctan x = | - 1 1 -f- 1 (1)'’ - 1 (1^ 



— 1 '- 



' + G 



Hiermit ist gleichzeitig die Aufgabe gelöst, Reihen für arccot x 
zu finden. Man hat nämlich allgemein 

4) arccot X — arctan - = — arctan x 
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und hier setzt man für arctan .r die Reihe 2) oder die Reihe 3), je- 
nachdem der absolute Werth von x weniger oder mehr als die Ein- 
heit beträgt 

Die Gleichung 2) liefert Reihen zur Berechnung von n, wenn 
man dem x einen solchen gebrochenen Werth ertheilt, dafs arctan x 
einen aliquoten Theil der Kreisperipherie ausmacht So erhält man 
z. B. für .r = 1 die schon in §. 48 entwickelte Formel 

4~7 S'^5 7 ' ’ 

ferner für .r = -*-= , wobei arctan .r = lit wird, 

V3 ’ « ’ V 

» = 2 y 5 (l - 3 H- 3 .'s» - 7 “3» + • • • ■')• 

Am vortbeilhaftesten geschieht die Berechnung von n auf fol- 
gende Weise. Für echt gebrochene « und ß gilt die Formel 

tt -l- 8 

arctan a -i- arctan ß = arctan — *—^-3 ; 

• 1 — ap 

Wählt man hier a und ß so, dofs 



1 



mithin ß = 



I — o 



1 — aß ' ' ' * "f" “ 

ist, so wird die vorige Gleichmig ziu folgenden 

+ 1 «71 

arctan - . — — - , 

I -y o 4’ 

und hier lassen sich die linker Hand vorkommenden Bögen nach 
Formel 2) entwickeln, nämlich 

^ = + K -jo’ 

. 1 f - "V . i f - “V _ 

Hieraus ergiebt sich z. B. für o = j 

j=K5)-Ka‘+K5r-' 

+iG)-iGr+Kiy- 

wonach die Rechnung sehr leicht ist 
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Capitel X. 

Die Functionen complexer Variabelen. 

§. 51. 

übergaug zxx den complexen Zahlen. 

Vergleicht man die in §. 40 unter No. 14) und 15) entwickelten 
Formeln 

1) 






1 . 2 



L _ 

1 . 2 . 3 . 4 1 






2) 



_y , «*.v° 

1 1 ,2 . 3‘ 



2 . 3 . 4 . 3 . 
2x 






1 . 2 . 4 . 5 ■ J . 2 . . . 7 
mit den für cos y und sih y geltenden Formeln 



3 ) 

4 ) 



cot yz= i 

•in y = - 



y' 



2 + r: 



.V* 



2 . 3.4 



r. 2 . 






1 1 . 2 772 . 3 . 4 . 5 

SO findet man in so fern eine auffallende Übereinstimmung zwischen 
beiden, als in den Reihen 1) und 3), sowie in den Reihen 2) und 4) 
dieselben Potenzen von y und dieselben Nenner Vorkommen. Es 
liegt daher nahe, die genannten Reihen zur völligen Coincidenz zu 
bringen, indem mau die noch willkührliche Constante x so wählt, dafs 



.V“ 



' = — 1 , X* = + ü x“ = 



+ ' > • 



ist Diese unendlich vielen Bedingungen, denen x gleichzeitig ge- 
nügen soll, reduciren sich auf eine, weil aus der ersten Gleichung 
X* = — 1 alle übrigen folgen , wenn man jene auf die zweite, 
dritte u. s. w. Potenz erhebt Man erhält nun 

X = V — 1 

und da für diesen Werth die Reihen 1) und 3), sowie 2) und 4) zu- 
sammenfallen , so müssen auch die linken Seiten jener Gleichungen 
identisch werden; diefs giebt 

elf V-\ ^ e-y V^i 
- 



6 ) 

2 V— 1 

oder auch, wie man leicht findet 



= cosy, 

4 t 

eSV-i 

— tiny. 
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7) e»V^— i =; cos y -|- V — 1 Hl 

8 ) e~y^~ * cos y — 1 sin y. 

In dem Auftreten der imaginären Zahl V— 1 liegt hier nichts 
Überraschendes, ja es hätte sich sogar bei einiger Aufmerksamkeit 
voraussehen lassen, dafs der Versuch, den Cosinus und Sinus durch 
Exponentialgröfsen auszudrücken, auf etwas Unmögliches führen 
mufste. So lauge nämlich x eine positive reelle Zalil bedeutet, so- 
lange ist eine Fimction, welche bei wachsenden y fortwährend zu- 



nimmt, während immer abnimmt ohne negativ zu werden. Hier- 
aus folgt, dafs die Function 



e*s 4 - e~*y 

9) _+ 

mit y gleichzeitig unendlich wächst und immer positiv bleibt. Diese 
Eigenschaften stimmen aber nicht zu denen des Cosinus, welcher im 
Gegentheil eine zwischen -f- 1 und — l hin imd her oscillirende 
Function bildet .\hnlich verhält sich die Sache mit dem Ausdrucke 

.... 



welcher gleichzeitig mit y unendlich wächst ohne negativ zu werden. 
Es darf daher nicht befremden, dafs kein reeller Werth von x existirt, 
für welchen die in 9) und 10) verzeichnetcn Ausdrücke mit cos y und 
sin y Zusammenfällen, sowenig wie man eine Curve von ungefähr pa- 
rabolischer Gestalt mit einer wellenlönnigen Linie zur Deckung brin- 
gen kann. 

Trotzdem enthalten die Gleichungen 7) und 8) ein immerhin 
bemerkenswerthes Resultat; sie geben nämlich zu erkennen, dafs die 
Function c- in zwei neue Functionen (ros y und sin y) zerfällt, wenn 
die Variabcle i imaginär = y \ i wird. Diefs ist gewissermaa- 
fsen ein vom Calcfll selbst ertheilter Fingerzeig, bei der Betrach- 
tung von Functionen sich nicht auf reelle Variabele einzuschränken. 
Um dieser Weisung in völliger Allgemeinheit nachzukommen, werden 
wir uns im Folgenden die Variabein einer Function als sogenannte 
complexe Zalü -c y — i denken, weil in dieser Form sowohl 
die reellen als die rein imaginären Zahlen enthalten sind, jene für 
y = 0, diese für j- = 0. Sowie nun die Function einer reellen Va- 
riabelen meistens eine reelle (abhängige) Variabele ist, so läfst sich 
voraussehen, dafs die Function einer complcxen Variabelen im All- 
gemeinen wieder eine complexe Zahl sein wird; demnach darf man 
erwarten, dafs eine Gleichung von der Form 
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/(•f + y y) + y) 

bestehen wird, und die Aufgabe ist, die beiden reellen Functionen 
(f{i, !/) und ^(x, y) zu bestimmen, in welche eine gegebene Function 
f{z) zerfällt, sobald an die Stelle der reellen Variabelen z die com- 
plexe Variabele x -|- y — i gesetzt wird. Meistentheils bedarf es 
hierzu neuer Definitionen, denn die bisher gegebenen Erklärungen 
der Functionen 

5“, fl‘, iogs, 

sin z ,. cos z , lan z , cot z , ,tec z , esc z , 
arcsin z , arccos z , arctan z , arrent z , arcscc z , arccsc z 
setzen stillschweigend ein reelles : voraus, und daher hat vorläufig 
z. B. ebensowenig einen angebbaren Sinn als die trigonome- 

trische Tangente des imaginären Bogens y y — i . Aus demselben 
Grunde ist die Ableitung der Formeln 7) und 8) keineswegs streng; 
sie sollte nur zur Einleitung in die imaginären Zalilen dienen. 

An das erwähnte Problem knüpft sich noch ein zweites. Die ver- 
schiedenen Functionen besitzen nämlich charakteristische Eigenschaf- 
ten, die aus der Elementarmathematik hinreichend bekannt sind, z. B. 

1 /^ . t’“ = (uv)y, 
a“ . a*’ = a“+‘’, 
hg u log V = hg (uv), 

U. S. W., 

aber eben diese Gleichungen werden dort nur für reelle Werthe der 
Variabelen u und r bewiesen. Ob nun jene Gleichungen auch bei 
complexen n und v richtig bleiben, das bedarf wieder einer neuen 
Untersuchung. 

§. 52. 

Die algebraischen Functionen complexer Variabelen. 

Zur Abkürzung bezeichnen wir künftig die imaginäre Einheit 
y — 1 mit i und nehmen die Wurzel im absoluten Sinne; es finden 
daher folgende Gleichungen statt 
1 y» = -i, + /•»=-<, = 

( |ä = — I , U- = -f- i, P = — / , = + I , .... 

Zwei complexe Zahlen x -|- iy und I nennen wir gleich, 
wenn ihre reellen sowie ihre imaginären Theile gleich sind, nämlich 
X = I und y = y. Eine Gleichung zwischen zwei complexen Zahlen 
ist demnach ein Complex von zwei Gleichungen zwischen reellen Zahlen. 

Die Addition zweier complexen Zahlen definiren wir durch 
die Gleichung 
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2) (-r + '!/) + (£ + ’V) =f (-r + J) + % + <l) 

d. h. unter der Summe der complexen Zahlen x + »y und £ iij 
verstehen wir die neue complexe Zahl + I + '(y >j)i welche 
ebenso gebildet ist, als wenn i ein reeller Factor wäre. 

Die Subtractiou betrachten wir als das Umgekehrte der Ad- 
dition ; der Unterschied der beiden complexen Zahlen .V -j- iY und 
X iy ist hiernach diejenige noch unbekannte complexe Zahl « io, 
welcher die Eigenschaft 

.V /)■ = (x -f iy) (« -f «') 
zukommt. Nach No. 2) ist diese Gleichung einerlei mit 
.V iY = (X u) i(y -|- t>) 

und hieraus folgt 

A=x-|-tt, Y = y-\-v 

mithin 



u = X — X, V = Y — y. 

Vermöge dieser Werthe ist 

3) {X -I- iY) -(x-i- iy) = (X-x)-i~iiY-y); 

die Subtraction geschieht daher ebenso, als wenn i ein reeller Coef- 
ficient wäre. 

Die Multiplication erfordert wieder eine neue Definition, 
und zwar verstehen wir der Analogie wegen unter dem Producte 
von X -f- /jy und £ -f- denjenigen Ausdruck, der ebenso gebildet 
ist als hätte man diese complexen Zahlen wie reelle Factoren mul- 
tiplicirt und i* = — l gesetzt ; die Gleichung 

4) (x -f iy) (I -f iri) = (x£ — yij) -f- i(xi/ -f y£) 
enthält daher die Erklärung der Multiplication. 

Die Division betrachten wir als die Umkehrung der Multipli- 
cation, d. h. wir bestimmen die in der Gleichung 

vorkommeuden Unbekannten » und v durch die Bedingung 
X -\- iy — {X -j- iY j (u -f- ii') = (Xu — 1'») Fuj. 

Hieraus folgen die Gleichungen 

Xu — Yv — X , Xi< )'u — y, 

welche geben 

Xx -f- JV ^ Xy — Yx _ 

A» -f )'» ’ 

nach Substitution dieser Werthe haben wir 



X -4- ijy _ A'x -f y'y . Xy — Yx 

A-F iY A» 4- F» ' A» -f F«' 
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Zu demselben Resultate gelangt man auch dadurch, dafs man Zäh- _ 
1er und Nenner des linker Hand stehenden Bruches mit X — iY 
multiplicirt und die Gleichung (X -f- i) ) (X — iF) = X* -f Y* be- 
achtet; für die Pra.vis ist dieses Verfahren bequemer als das vorige. 

Zu einer anderen Methode der Multiplicatiou und Division führt 
folgende Bemerkung. Irgend zwei gegebene reelle Zahlen x und y 
kann man sich immer als rechtwinklige Coordinaten eines Punktes 
der .n/-Ebene construirt denken und dann ist es auch mögUch, die- 
selben durch Polarcoordinatcn auszudrücken; man setzt zu diesem 
Zwecke 

X = r cos i , y z=: r sin t , 
und findet für r und 8 die reellen Werthe 

6) r = yx» -fl/*, 

7) lan 9 = - , 9 = arctan - 

worin k eine beliebige ganze positive Zahl bedeutet Demnach läfet 
sich jede complexe Zahl x -f hj unter der Form 

8) x + iy = r[cos « + i sin 9)_ 

darstellen; hierbei nennt man r den Modulus der complexen Zahl 
X hf und nimmt ihn stets im absoluten Sinne ; das Quadrat des 
Modulus heifs die Norm, 9 die Amplitude. 

Handelt es sich nun um die Multiplication zweier complexen 
Zahlen x iy und x’ -f iy, so bringt man dieselben erst auf die 
Formen r(cof 9-f i«/i9) nnd r'(cosB' -\-i sin i') und hat dann 
r{cos 9 -f I sin 9) , r'{cos 9' -f i sin 9' ) , 

= rr [cojT 9 cos 9' — sin 9 sin 9' -f i\sia 9 cos 9' -f cos 9 sin 9')] 

= [cuj (9 -f 9’ ) -f i' sin (0 -f 9')] ; 

der Modulus des Productes ist also das Product der gegebenen Mo- 
duli und die Amplitude des Productes ist die Summe der früheren 
Amplituden. 

Durch mehrmalige Anwendung dieser Regel gelangt man zu 
der allgemeinen Formel 

9) r,(co.f 9, -f i sin 9^) . r^{eos 9^ -f i sin 9^) . . . . r„(coi 9„ -f i sin 9„) 

= ... / „ [coj (9j -f- 9^ -j- ••• 4' (®i "t“ ®> + ••• + *»)]t 

worin m eine beliebige ganze positive Zahl bedeutet 

Auf ähnliche Weise kann die Division ausgeführt werden. Mul- 
tiplicirt man nämlich Zähler und Nenner des Bruches 
r (cojr 9 4 i sin 9) 
r (cos 9' 4 ' 6') 
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mit p(cosi' — isini'j, SO erhält man im Nenner die Einheit, mit- 
hin ist der gesuchte Quotient 

(cos 9 -|- < sin 9) (cos 9' — i sin 9') 

f' ^ ^ ^ , 

= — [co* 9 cos 9 -j- sin 9 sin 9 -|- i(sin 9 cos 9 — cos 9 sin 9 )] 



= [coi (9 — 9') -f- i sin (9 — 9')] 

oder zusammen 



10 ) 



r (cos j sin 6) 
r\ros ö' + i sin Ö') 



= p [co.« (9 — 9') -|- i sin (9 — 9')]. 



Diese Divisionsregel läfst sich ebenso leicht in Worte fassen wie die 
vorige Multiplicationsregel. 

Die Potenz entspringt bekanntlich aus der Multiplication, in 
so fern man bei ganzen positiven tn unter j" den speciellen Werth 
versteht, welchen das Product für i,=ij=...= z,, = i 

annimmt. Diese Definition benutzen wir auch bei complexen : und 
bezeichnen dcmgemäfs mit [r (cos 9 sin 9)]" dasjenige , was aus 
dem H-oducte in No. 9) hervorgeht, wenn alle r und 9 gleich ge- 
nommen werden; diefs giebt die Formel 
11) [r(cos 9 -}- isin 9)]" = (cos -j- i sin ot9), 

welche unter dom Namen des Moivre’schen Satzes bekannt ist 

Wie bei reellen : , so verstehen wir auch bei complexen z un- 

ter I" diejenige Zahl, deren h'® Potenz gleich i" ist; setzen wir dem- 
gemäfs 



12) [r(coj 9 / sin 9)]" = q(cos »; -f- / sin ij) , 

WO p und t] vorläufig unbekannt sind, so mufs die Gleichung gelten 
[r(coi 9 -j- i sin 9)]" = [p(co; j; -j- i sin i;)]*. 

Unter der Voraussetzung ganzer positiver m und « können wir diese 
Gleichung durch die folgende ersetzen 

r“ (cos m9 -J- i sin /n9) = p" (cos ntj -j- i sin nrj) 
welche zerfällt in 

p" cos n»j = »•" cos m( 9 , p" sin nt} = r” sin mi. 

Quadrirt und addirt man diese Gleichungen, so erhält man 
' “ 
pf> _;.«»> Q^er p = r", 

wobei p und r im absoluten Sinne zu nehmen sind. Nach Substitu- 
tion des Werthes von p gehen die vorigen Gleichungen über in 
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cos nrj =z cos mi , sin ntj = sin »lO , 

und diese können nur dann zusammen bestehen, wenn die Bögen ns[ 

und«« um ein Vielfaches der Kreisperipherie von einander differiren; 

demnach ist, unter A eine ganze positive oder negative Zahl verstanden, 

. • ■ . «9 4- 2At 

nij = «0 4- 2kjt , = 

" \ 

und nach No. 12) vermöge der Werthe von p und 



13) fr(co.« 9 -|- 1 sin 



m m p 

9) j» = I 



«9 4- Skn , ..«9 4- 
cos 4- I - !• 

n « J 



ln Folge des Umstandes, dafs für A jede ganze Zahl zwischen — oo 
und -|- oo genommen werden darf, scheint die rechte Seite der Glei- 
chung 13) unendlich viel verschiedene Werthe zu haben; bei ge- 
nauerer Ansicht reducirt sich aber diese Zahl. Ertheilt man näm- 
lich dem A ein Mal den individuellen positiven Werth //, das andere 

Mal den Werth h n, so erhält der Bogen — die beiden 



entsprechenden Werthe 

«9 -j- ihn 



. «9 -1- ihn , 

und — 1 h 2 t , 

« 



und diese Bügen haben gleiche goniometrische Functionen. Das- 
selbe gilt von den Fällen A = A -f 2 n , A -|- in etc. ; will man also 
Wiederholungen venneiden, so braucht man bei positiven A nur A = 
0, 1, 2 . . . (/* — 1) zu nehmen. Ferner ändprt sich die rechte Seite 
der Gleichung 13) nicht , wenn man einmal A = — A und das an- 
dere Mal k = n — A setzt ; die negativen A liefern also keine neuen 



Resultate. Demnach hat die Potenz [/ (co.s 9 / sin 9)]" nur n von 

einander verschiedene Werthe, die aus der Gleichung 13) durch die 
Substitutionen A = o, t , 2 , . . . (n — i) hervorgehen. 

Um noch den Fall zu betrachten, wo der Potenzexponent eine 
positive Irrationalzahl n ist, nehmen wir erst A gleich einem Viel- 
fachen von m, etwa A = hm und lassen in der nunmehrigen Glei- 
chung 

r / i I • • »\ iS " r ""C® “f" 2 At) . . «(9 -f- 2 At)1 
[r(eos i 1 sm 9)J" = r I cos -- i sm — ' ’ I 

m und n gleichzeitig in's Unendliche wachsen, jedoch so, dafs Um ^ 
= ft ist. Wir erhalten 

14) [r(cos 9 -j- /■ sin 9)]“ = [coi ft (9 -|- ihn) -|- i sin ft (9 2 At)]; 

die Zahl A bleibt hier willkührlich , und die rechte Seite hat unend- 
lich viel verschiedene Werthe. 

Sdüdmilcii ftlgcbr. AMljtU dritte Aafl. 
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Ist endlich der Potenzexponent eine negative Zahl — p, so ver- 
stehen wir, bei coniplexen wie bei reellen unter : ' den redpro- 
ken Werth von Hiernach ist z. B. bei ganzen positiven m 

9)]-" = = Y" (cos^J^+ 

= r~ " (Von /»O — /■ sin ib6) ; 

ähnlich verhält sich die Sache in jedem anderen Falle. 

Es läfst sich nunmehr auch die Frage entscheiden, ob die in 
der Gleichmig 

3l‘ . z'f^ — 

ausgesprochene Haupteigenschaft der Potenz ihre Gültigkeit bei com- 

plexen : bewährt. So ist z. B. im P'alle = ^ , wenn 

'* I =/■(«>.>■ ff -j- » 6), ' s — r {cos i' i sin ) 

gesetzt und auf gewöhnliche Weise multiplicirt wiid. 



= r mS-f-S/t-jr , . . "f /»0'-P2X'jt , . . 

= r I cos 1- ! sin — I .r I cos \-isin I 

L " « J L " « J 

”\« r “I" ff ) “f* “I“ ^ I • • ^(ff * 1 “ ff "f" ^ )®”i 

= (rr)-|^c<M - L 1 -J \.,s,n J; 

schreibt man h für k /■' und beachtet, dafs jetzt // eine ebenso 

beliebige ganze Zahl ist wie k in \o. 13), so hat inan 

= j;r"fcoj(6 ö ) -|- i sin (Ö -j- &')] 



, . . OT (ö -|- 6 ) 4~ 

-4“ ? ' ' — 

u 



] 



= i?zT. 

Wie man sieht, bleibt der erwähnte Satz ungestört, nur mnfs man 

M 

ihn genauer so aussprechen; irgend einer der Werthe von i", mul- 

m 

tiplicirt mit irgend einem der Werthe von : giebt einen Wertli von 

(^s')*. Man wird leicht bemerken, dafs der Satz in dieser Fassung 
auch bei jedem anderen Exjionenten gilt 

§. 53. 

Anwen<lu«(ifii der \'oriKOii SÄtzo. 

L Unter der Voraussetzung eines ganzen positiven m ist nach 
dem Moivre'schen Theorem 

CO* mi -f- I sin mi — {cot 9 -f- / tin S)* , 
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wobei die rechte Seite ein Product aus m gleichen Factoren darstellt 
Da die Multiplication bei complexen Factoren auf ganz dieselbe Weise 
geschieht wie bei reellen Factoren, so kann die Entwickelung jenes 
Productes mittelst des binomischen Satzes geschehen und giebt 

cos mO -|- I sin mi 

= (»*)o coj” 6 -|- (w)j I cot"*”' 9 sin 9 -|- (/«)., i* 9 sin^ 9 -f- . . . . 

Nach Substitution der Werthe von , P , i* etc. zerfällt die rechte 
Seite in einen reellen und in einen imaginären Theil, mithin ist durch 
Vergleichung 

COM »9 = foi* 9 — (fli), c«*““* 0 sin- 9 

-f- (m)^ eos”~‘ 9 sin* 9 — , 

sin to 9 = (m), cos”'~' 0 sin 9 — (w )3 co»"~’ 9 9 



-|- (m)j coj"“* 9 «/i^9 — 

Diese Formeln stimmen mit denen überein, welche in §. 43 auf an- 
derem Wege entwickelt wurden. 

II. Die Auflüsung der Gleichung x* = -f- l. Die vor- 
stehende Gleichung giebt 

^ = (“1“ tJ**! 

(L i. nach Formel 13) des vorigen Paragraphen, wenn r=i, 9 = o 
und m = 1 gesetzt wird. 



ikn , . . 2A-n , . „ , , . 

cos ! sin — , «•= 0, I, 2, ... (n — 1). 



bei geraden u lassen sich die W'crthe von k folgendenuaafsen ordnen: 



^■=0, 1 , 2 (]n-f 1), 

\n, n — 1, « — 2, (J«+ 1), 

dagegen bei ungeraden h: 



*= 0 , 1 , 2 , . . . i(n— 1), 

n — 1 , n — 8 , H — 5 , . . . |(»f -f- 1 ). 
Hiernach sind für gerade n die Werthe von x: 



1 ) 



+ > 


8 


— 


in . 


2jc 


in 


ro$ — + / siH 




COS — 


n V 


n 


H 




kn 


kn 


von — ‘ -f- l 




COS 


7t 


n 


H 




Qn 


6n 


COS \~ ! sm 

n ■ 


n 


Ctt» 

n 


(« — i)n . ^ 


(n — 2);i 


(n — i)n 


u 


. « 


H 



in 

kn 

T’ 

tin 



(» — 2);t_ 



bei ungeraden n dagegen hat x folgende Werthe: 

15* 
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+ < 1 







. . ‘i« 




3t* . . 


2ti 


cot — 




i tut , 


cos 


i sm 




n 




n 




n 


n 


kit 




. . 471 




47t . . 


47t 


cos — 


4- 


ttm — , 


cot 


ttm 


— 


n 




n ’ 




n 


n 


Sit 




. . 




67t . . 


Ü7t 


cos — 




isin — , 


cos 


< tut 


— 


n 




n ’ 




n 


n 



(n — 1)>i , . . (» — 1 )>» (n — 1 . . (» — O" 

cos — I- ( si/i - , cos I sin . 

II ' II ■ n n 

ln allen Fällen, wo sich die Theilung der Kreisperipherie in 

in gleiche Theile geometrisch ausfUhren läfst, kann man die Werthe 

der vorkommenden Cosinus und Sinns algebraisch darstellen. So ist 

z. B. für » = 5 

n „ y/s 4- 1 

ff« - = cos 36® ~ ^ - 

3 4 

und wenn man hieraus cos ^n, cos sin fn berechnet, so findet 
man, dafs die Gleichung 



folgende Wurzeln hat: 



X® = I 
= + * 1 



, _ Vs — t I .. Viö^ -1-2 1/5 _Vs — t .Vio-fayi 

* 4 i 4~ ' 4 

2 Vd _ Vs+* .VlO— 2V5 

^ , X, _ ^ ^ I -- -. 

III. Die Auflösung der Gleichung r* = — l. Durch 
Auflösung dieser Gleichung erhält man zimächst 

X = (-•)* 

und nachher aus Formel 13) des vorigen Paragraphen fhr r = i, 

4 = ]t, /n = 1 , 

X = cos — (- j sm ^ ' - , X- = 0, 1 , 2, . . . (« — 1 ), 

n n 

Demzufolge hat x bei geraden n die Werthe: 

3 ) 



« , . 1t 

cot — + I «« - , 

« ’ n 

3» , . . 3n 

cot h- i tin — , 

« ' n 

Olt . , , 5it 

cot 1 - I ^<>1 — , 

« « 



7t . . 7f 

cot i tta - , 

n n 

Sit , , Sit 

cot — f tM , 

n n 

Sit Sit 

cos itin — , 

n n 



(n — 1 » , . . 0* — D« (» — . . (n — \)it 

cot - 1- j tut , cos I tut — ; 

// ■ n n H 
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dagegen gelten bei ungeraden n folgende Werthe von x: 

4) -1, 



7f 








n 


. . n 


COS - 


-f 


i sin 


— 


cos 


i sin - 


n 






n 


n 


n 


3ic 








3» 


. . Sn 


cos — 


-f 


i sin 


—— 


COS 


i sin — 


n 








n 


n 


bn 






bn 


bn 


. . Sn 


cos 




i sin 


— 


cos 


i sin — 


n 






n 


n 


n 
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n ' 



in — 



(n — 2)n 



(n — 2)»r 



IV. Das Theorem von Cotes. Nach einem bekannten Satze, 
dessen Beweis man auch im Anhänge findet, läfst sich jede ganze 
rationale algebraische Function 

5) /(x) = x«-f 

in Factoren ersten Grades zerlegen, sobald es gelingt, die » Wur- 
zeln der Gleichung f(x) = 0 zu finden; heifsen letztere x^, x^, 

. . . X, , so ist nämlich 

6) /(•r) = (j^— — — •Tj).. .(.r — ^,). 

Diesen Satz wenden wir zuerst auf die Function /(.r) = x“ — i an 
und haben dann statt x, , x^, . . . x„ die unter No. 1) oder No. 2) 
verzeichneten Werthe zu setzen, jenachdem n gerade oder ungerade 
ist Dabei lassen sich je zwei conjugirte complexe Factoren zusam- 
menziehen und liefern ein reelles Product, weil 

jx — (coi 6 -}- I “in 9)| jx — (cos 9 — i sin 9)J 
= (x — cos 8)* — (isin 9)* = x* — 2x cos 9 1 • 

Hiernach ist für gerade »; 

x" — 1 



= (x* — 1) ^x* — ix cos ^ 0 — 2x c®* ^ -j- 






2x cos 



(n — 2)re 






dagegen ffir ungerade n: 



x“ — 1 



= (x — 1) ^x* — 2x cos — ^x* — 2x cos ^ 

....(x*-2xc<„^"~'-^-f l). 



Setzt man ^ und multiplicirt mit &*, so ^Ird für gerade »; 
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7) fl* — Ä* 



— — jaA cos — -|- 4*^ ^a* — 2nA cos — -j- 4*^ 




_2a4co,^'-=l®^” + 4«), 



und bei ungeraden «: 

8) a* — 4" 

= (a — 4) ^a^ — 2o4 cos ^ 4*^ ^a* — 2o4 cos — -f- 4*^ 

.... ^a* — 2a4 cos ' 4*^. 

Zwei ähnliche Fonnein entstehen, weiw luan die Gleichung' 6) 
auf den Fall /\x) = .r" -f- * anwendet und für j-,, .i,, ... .e, die in 



No. 3) oder No. 4) verzeichneten Werthe setzt. Für f == j erhält 
man schliefslich bei geraden »; . 



9) 






a" -f 4* 










= (a^ 


— 


2o4 cos - 


^a* — 2a4 cos 


?+'■) 


— 












....(«« 


— 2a4 cos 


in- 

n 


i)»t 


+ **) 


und bei 


u 


ngeraden n: 












10) 






a"-|-4« 










= (« + 




( ^ 

• a^ — 2a4 cos - 

\ « 


+ **) («=“ - 


, 7iTl 

2ab cos 

n 


-f 4*' 


)■■ 


— 











— 2a4 cos 


(«- 

n 




+ **) 



Nicht olme Interesse ist die geometrische Bedeutung dieser \dor 
Gleichungen. Ein mit dem Halbmesser CB — b aus dem Mittel- 
punkte C beschriebener Kreis sei nämlich in 2a gleiche Theile ge- 
theilt und es iniigen /!,, ß,, . . . ßj,_, die 2« Theilpunkte der 
Peripherie heifsen ; verbindet man diese mit einem auf dem Radius 
Cß„ oder dessen Verlängerung befindlichen Punkte A, für welchen 
CA=zh ist, so hat man folgenden Satz : das Product aller Strah- 
len gerader Nummer AB„, AB^, AB^, ... AB^„_^ ist gleich 
A(f — BC" oder = B(T — » ACf , jenachdem der Punkt. 4 
aufsdrhalb oder innerhalb des Kreises liegt; und das 
Product aller Strahlen ungerader Nummer AB^, .4Bj, . . . 
AB^^_^ ist immer gleich AC" -{- BC'. 
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§. 

Die Kxpoiientiftlj?n)lV«n mit cuinplcxcit VHriabcl<?ii. 

Bei reellen : und unendlich wachsenden m gilt bekanntlich die 
Formel 



'‘='•'" 10 +;)’!• 



welche den Satz enthält, dafs die natürliche Exponentialgröfse als' 
Grenzwerth einer gewissen Potenz angesehon werden kann ; diese For- 
mel eignet sich besonders gut zur Definition der E.xponentialgröfsc, weil 
nach den Untersuchungen des §. 52 die Bedeutung der Potenz unter al- 
len Umständen feststeht. Wir definiren daher durch die Gleichung 

und setzen m als ganze positive Zahl voraus , um jede Mehrdenüg- 
keit der Potenz zu venuciden. 

Der in No. 1 1 postulirte Grenztibergang läfst sich in folgender 
Weise ausführen. Wir bringen vorerst die Basis der Potenz auf die 
Normalform complexer Zahlen, indem wir 

2) 1 - = r(cns ^ -p / si/i 9) 

setzen , woraus folgt 

, ^ 



3) 



[ t , .r' 

1-1 h 

• m ' 






tan 9 = 



« + - 



Bezeichnen wir mit 9 den spitzen Bogen, welcher dieselbe Tangente 
wie 9 besitzt, so haben wir die beiden Gleichungen 

y 

m 



4) 



0 : 



: nrctan — 



1 + 



9 = d -f- ^ . 



WO k jede positive oder negative ganze Zahl bedeuten kann. Die 
Gleichung 2j wird jetzt zur folgenden 

I — = r| CO.* ( -j- kn) i sin (# -j- jb*jJ ; 

im speciellen Falle a- = 0 , y = 0 ist hier r = 1, ö = 0, mithin 
t = eos kn -}- i sin kn ■— cos kn 

und daraus erhellt, dafs k eine gerade Zahl sein niufs. Man hat 
defshalb einfacher 

1 -4- ^ ^ — = ricos © -1- J sin •&) 

' m ' 

und nach dem Moivre’scheu Satze 
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= r“ (cos m& -J- i sin m9) 

mithin nach No. 1) . 

5) = Lim [r"(coj m& -j- i sin m&)]. 

Nunmehr kommt es darauf an, die Grenzwerthe zu bestimmen, ge- 
gen welche »“.und m9 bei unendlich wachsenden m convergiren. 
Nach No. 3) ist 



\ ■ m ' m' / 



und wenn zur Abkürzung 



2x 



+ .v*_» 



m 1 



gesetzt ^ürd, so hat man auch 

>-0+a‘"=[('+a? '=[(■+ 1)'] 



l* + 



2m 



Wie die vorhergehende Gleichung zeigt, wächst a> gleichzeitig mit 
m in's Unendliche, daher ist 
6) Lm(r”) — e*. 



Was ferner m9 betrifft, so folgt aus No. 4) die identische Gleichung 

9 . cos 9 y 

m9 = V . m tan 9 = — . — ' , 

tan 9 sin 9 

9~ ‘ + m 



und wenn man berücksichtigt, dafs (nach No. 4) 9 gegen die Null 
convergirt, falls m unendlich wächst, so erhält man 

7) Lim (m9) =y. 

Die Gleichungen 5l, (5) und 7) Kefem nun zusammen 

8) e'+'y = c* {ros y -|- / sin y) 

und diefs ist die vollstiuidig ausgearbeitete Definition der Exponen- 
tialgröfse mit coraplexen Exponenten. 

Ganz analog kann die allgemeinere Exponentialgröfse a* be- 
handelt werden. Für reelle i hat man nämlich 




und wenn man diese Gleichung im Falle z = .r ij/ als Definition 
von o-'+'y benutzt, so erhält man leicht 
9) = a^ [co* (y /(j) i sin {y /n)J. 

Mittelst dieser Gleichung läfst sich auch entscheiden, ob die 
Fundamentaleigenschaft der Exponentialgröfse, nämlich die Formel 
a- . (?•' =(!•+»' , 

bei complexen z und z' richtig bleibt oder nicht. Multiplicirt. man 
nämlich die Gleichung 9) mit der analogen Gleichung 
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(jX'+IJ* _ flX' j'p^ ^y' i „j, (y’ 

and benutzt rechter Hand die Formel 
f(eos # -|- I *1/1 9) . f'(cos 9' / t//i $') = pp'|cof (9 -|- 9') » sin (9 )] i 

SO findet man 

a'+*» . j cos \{y -\~y ) !a\ j «n [( y y) la\ j 

= a(x+x')+i(s+»') ^ 

woraus zu ersehen ist, dafs die erwähnte Eigenschaft der Exponen- 
tialgröfse auch bei complexen Exponenten gilt 

Um eine Anwendung der Fonncl 8) zu geben, setzen wir x = 0 
einmal y = u, nachher y = — u und haben 

c*“ = cos u / sin u , e~ = cos u — i sin u 
mithin durch Addition und Subtraction 

10) 2 cos tt = e'“ -f , 2 isin u = «■“ — «-■“ 

Beide Seiten dieser Gleichungen erheben wir auf die »i“ Potenz und 
benutzen rechter Hand den binomischen Satz unter der Voraus-, 
Setzung eines ganzen positiven >«; diefs giebt 

11) 2" cos” u 

== (m)o e""“ -|- (ot), e«»-*)“ -f (m)j «'(—«>• -f- , 

12) i" 2” «■«* u 

= (ot) j e*'"« — (bi) , e'«»-*)« (bi) j <■'(«-<)- — 

Die hier vorkommenden Exponentialgröfsen lassen sich wieder in 
Cosinus und Sinus umsetzen, nämlich 

e'"“ = cos mu i sin mu , 

— 2) u -|- I sin (m — 2)« , 

U. s. W. 

und nachher können beiderseits sowohl die reellen als die imagi- 
nären Theile verglichen werden. Aus No. 11) erhält man auf die- 
sem Wege 

2" foi* u 

= (bi) ß coj mu -|- (bi) j cos (bi — 2)« (bi) j cos (bi — 4)« , 

wobei es nicht überflüssig ist, gerade und ungerade m zu unterschei- 
• den. Bei geraden bi giebt es einen mittelsten Binomialcoefficienten, 
welcher nur einmal vorkommt; jeder andere Binomialcoefiicient tritt 
zweimal auf und daher können diejenigen zwei Summanden ver- 
einigt werden, welche einen solchen Coefticienten zum gemeinschaft- 
lichen Factor haben. Diefs giebt nach beiderseitiger Division mit 2 

13) 2”-' poi” « 

= (bi)j cos mu -J- (m)j cos (bi — 2)ii -f- (m)., cos (bi — i)u . 

+ («)4«_, fo* + K'")!«- 
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Dagegen findet man bei ungeraden m: 

14) 2"-' roj” m 

— (w),, eo* «K -|- («), cos (m — 2)« -f (w)j cos (m ~ 4 )m -f 

Ganz ähnlich läXst sicli die Gleichung 12) umgestalten; man erhält 
bei geraden m : 

15) (— 1)1" 

= (m)„ cos inn — (m) j cos (m — 2)« -f- (ot)j cos (ui — 4 )« — .... 

••• + <-' {»"li— , <■<>* 2« -f ( - I )i" K«)*- . 

dagegen für ungerade m: 

16) l)l‘"-‘> 2" -'«•«* « 

= (>n)o sin mu — ^;/i sin (m — 2)m -|- (»i)^ sin (m — 4)« — .... 

■ • • + 3" + (— «■ 

Die letzten vier Gleichungen können als die Umkehrungen der For- 
4neln 10), 11), 13) und 14) in §. 43 angesehen werden. 

§. 5.5. 

r^ie LopiriUiiUtiii complextT Zatikni. 



Bei reellen J versteht man bekanntlich unter ^ diejenige ^ahl 
welche die Eigenschaft «r = f besitzt ; diese Definition behalten wir 
auch für complexe f = ^ -f- 5; und setzen demgemäfs 
1 ) ■ 
sobald die Gleichung 

f'+'s = 1 + in 

statt findet. Letztere ist identisch mit 



e-' (cos y -f- i sin //) = | 
und liefert die beiden Gleichungen 

2) «H" cos y = j , es sin y — 

welche zur Bestimmung von x und n dienen. Man erhält zunächst 
= + V'5-"+“^s, 

3l JT = i /(!» + ;,=>), 

wobei das Wurzelzeichen im absoluten Sinne zu nehmen ist, weil 
c' bei reellen .v keine negativen Werthe haben kann. Aus den Glei- 
chungen 2) folgt nach Substitution des Betrages von 



4) 



VdS // 



I 



sm y ■— 



V 






- s n V I 

O) tan y z=z-^ U ~ urctan ^-r m Ji 

und hier bedeutet m irgend eine ganze positive Zahl. Um dieselbe 
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etwas näher zu bestimmen, gehen wir auf den speciellen Fall tj = 0 
ziu^ck; es wird dann 

y = + «n , C05 y = — 

und weil das Wurzelzeichen im absoluten Sinne zu nehmen ist, so 
ergiebt sich 

ata y = CM «T = -f- t wenn i positiv ist 
coa y = eoa mn = — 1 - | negativ - . 

Daraus geht hervor, dafs im ersten Falle m eine gerade Zahl, im 
zweiten eine ungerade Zahl sein mufs. Hezeichnet k irgend eine 
positive ganze Zahl, so gelten vermöge der Werthe von x und y 
folgende Formeln; für ein positives i: 

ö) ^ + 'V> = i + ’)*) h ' j^nec/rt« I + , 

dagegen für ein negatives 

V + '■’?> =i AS" + >?‘H- » j^aec/an | + 

Wie man sieht, hat der Logarithmus einer complexen Zahl unendlich 
viel verschiedene Wertlie; dasselbe Resultat ergiebt sich auch, wenn 
man* die Gleichung 

+ '»)) = I « l<^ + f*?)" — 1 1| , (« = oo) 
als Definition von /(I -f- ly) benutzt und den angedcuteten Grenzen- 
übergang ausführt, nachdem man die n verschiedenen Werthe von 

% 

yi iy mittelst der Fonnel 13) in §. 52 bestimmt hat 
Die Gleichung 6) liefert füi- s = l , j; = o 
8) . /( -|- 1 ) = -j- 1 . 2/ T 

und daher kann bei positiven i 



9) 



/(I 5j) = 1 arctan | 1 ) 



gesetzt werden. Im Falle | = — ) , y = 0 giebt die Formel 7) 
10) /(- l) = + ( (2*-f l);i, 

mithin ist bei negativen | 



11 ) 

Für 4 = 0, y 
12 ) 



/(I -|- ly) = ^ /(I* y ^ ) -j- '■ arctan j /( — I ). 



1 erhält man sowohl aus No. 6) als aus No. 7) 

, .aiJt 



wo m irgend eine ungerade Zahl bezeichnet 
Setzt man 

c‘=f, c‘'=S', 
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und raultiplicirt beide Gleichungen unter Anwendung des Satzes 

13) e» . <r*' = «*+*', 

so gelangt man bekanntlich zu der Haupteigenschaft der Logarith- 
men, nämlich 

14) = 

Wie im vorigen Paragraphen gezeigt wurde, gilt die Formel 13) auch 
bei complexen : und i', mithin bleibt die Folgerung 14) gleichfalls 
bei complexen S und J' richtig, nur mufs man genauer sagen: irgend 
einer der Werthe von /f, vermehrt um einen der Werthe von t', giebt 
einen der Werthe von /(K'). 

Als Anwendung dieses Satzes kann man /(| -f- i»j) und /(? — öj) 
entweder nach No. fJ) oder nach No. 7) entwickeln und die DHTerenz 
beider Gleichmigen nehmen; man findet 

15) ''(1^ = 2/ ^rctUH 2 -f AbJ , 
wo h eine beliebige ganze positive Zahl bedeutet 



§. 56. 

Die ^niumetriseben Functionen complexer Bögen. 

In §. 54, No. 10) erhielten wir zwei Gleichungen, die sich fol- 

gendermaafsen darstcllen lassen 

«•“-f-e-'“ f'“ — e-'* 

ros II = ‘ , sin 

i ' 2 / ’ 

für alle reellen « gelten diese Formeln schlechthin, wir wollen sie 
aber auch für complexe ii beibchalten und sie in diesem Falle als 
Definitionen benutzen. Demgeraäfs verstehen wir unter cos (iy) den 
Ausdruck d. i. 

c» -I- e-v 

und auf gleiche Weise ergiebt sich 

e» — e~» 
sin (yi) = I ^ . 

Ebenso ist allgemeiner , wenn « = jr -f- iy gesetzt wird, 

p-i(x+ijO f's—9 J. 

cos (x -j-iy)= = 

oder, wenn e'^ und c~'^ duicli ros x und sin .r ausgedrückt werden 

P» r-s 
2 



e» — g-y 

I sin X — - ; 

2 ' 



1) cos (jr iy) — cos X 
die Formel für sin u giebt bei gleicher Behandlung 

2 ) 



. , , . C» -f C-» , . e» — «-» 

sin (x -j- ly) — sin x — J- i cos x . 

2 % 2 
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Zufolge der Werthe von cos (iif) und sin (iy) lassen sich die Glei- 

chungen 1) und 2) auch so schreiben 

cos (x iy) = cos x cos (ly) — siit x sin {iy ) , 

sin (x iy) sin x cos {iy) -|- cos x sin {iy ) , 

woraus erhellt, dafs dio bekannten goniometrischen Formeln ftlr 
cos (a jS) und sin {a ß) auch bei imaginiiren ß ihre Gültigkeit 
behalten. 

Diese Bemerkung läfst sich noch verallgemeinern. Verbindet 
man nämlich die Formeln 1) und 2) mit den folgenden 



cos (x” -|- iy' ) = cos X 



er»' 



— i sin X 



, ey' - e-s‘ 



4- <•“*' I • ■ . e»' — 

sin {x -f- ly ) =: sin X ' - |-»crwx — — , 

SO findet mau leicht durch gewöhnlidie Multiplication 

cos (x + iy) cos {x -f iy) — sin (x iy) sin {x -|- iy) 

e»+y' 



e»+»' — «-(*+»') 



=.(c«f X eos x' — sin x sin x') 



— 1 («>i X eos x' cos X sin x') 



— cos (x x') 






— — i sin (x x’) 



— «-(»+»') 



2 ■ ■ ' 2 
= eos [(x -f x') I (y -|- y')] = cos [(x -f iy) -f (x' -f ly')] ; 
rückwärts gelesen, giebt diefs den Satz, dafs die Formel für coi(a.|-/J) 
auch bei complexen o und ß richtig bleibt. Auf gleiche Weise über- 
zeugt man sich von der entsprechenden Verallgemeinerung der For- 
mel für sin {a ß); überhaupt gelten nunmehr alle goniometrischen 
Formeln, in denen nur Cosinus und Sinus Vorkommen, gleichförmig 
für reelle und complexe Bögen. 

Die übrigen goniometrischen Functionen defiuiren wir nach Ana- 
logie durch die Gleichungen 



tan z = 



1 

cos z' 
sin z 



cos z 



. 1 



cot z = 



1 

sin z ’ 
cos z 
sin s’ 



wobei immer : = x -|- iy sein möge. Hiernach ist z. B. 

1 

«C + >y) — jg, x ,i{ey -f e^») — 7«« X . — e“») ’ 

oder, wenn Zähler und Nenner mit 

cos x . \ {iSI «■*) isin x . J {fi — e“») 
multipliärt wird, 
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cos X (e» e~») -j- i sin x (et — e~t) 



3) 



sec (x -|- iy) = 2 



2 cos 2jt (e** ^ 



Man kann dafür auch schreiben 



, . 2 poj (x — iy) 

sec (x 4- 'V) = 

' cos 2x -j- rox (‘^ly ) 



und hat daun vollständige Übereinstimmung mit der Formel 

xec ( « 4- p) = i — b- 

' ' cos 2o -J- cos iß 

Durch ganz ähnliche Umwandlungen ergeben sich die folgenden 
Formeln 

sin X {ct -|- e~*) — i cos x {et — e~t) 



4) CSC (,r iy) = i 

5) tan (.r -f- iy) = 

6) co! (x -f- iy) = 



— 2 cos ix (c^t -f- 
2 sin ix -|- I ( e*9 — e-*.) 



2 cos ix -f (c‘!i 4- c-‘v) ’ 

2 sin i.r — /■ (^y — 

Überhaupt gelten nun alle goniometrischen Relationen gleichförmig 
für reelle und complexe Bögen. 



§. 57. 

Die cyclometrischeu Kanctionen complexcr Variabelen. 



I. Nacli Analogie der in §. 1 gegebenen Definition verstehen 
wir unter arcsin t| -f >v) denjenigen, für | -j- '»; = 0 verschwindenden 
Bogen, dessen Sinus den Werth s isi besitzt. Setzen wir demnach 

1 ) arcsin (| -|- j tj) = x -f , 

WO .r und y vorläufig unbekannt sind, so inufs umgekehit 

2) sin (X -f i]y) = I -j- itj 

sein imd zwar mit der Nebenbedingung , dafs für s = 0 und y — i) 
gleichzeitig x — u und ^ = ü wird. Aus Nr. 2) erhalten wir zufolge 
der Bedeutung von siu (x -J- <'/) 



e»4-p-s , . et—e-y . , , 
sin X U I cos X — -- = I /i; 



und durch Vergleichung der reellen sowie der imaginären Theile 

et 4 - c-y ^ cy — e-y 

sin X - =4, cos X = »; 

2 ■ ’ 2 ' 



oder 



et -|- e~y « et — c~V y 

i sin X ' 2 cos x' 

Um mittelst dieser Gleichungen die beiden Unbekannten .r und y zu 
bestimmen, bilden wir erst die Combinationen 
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3 ) 



u 5 I 

eS = 

sin X cos X 



sin X 



f-» = -T^ — 



COS X 



und erhalten durch Multiplicatiun 



4) 

oder 






cos- X 



stu- X cos- X : 



Die Substitution sin^ .r = i — cos^.r führt zu einer biquadratischen 
Gleichung mit der einen Unbekannten t os ,r, und zwar findet man 
' cos^ = I [1 - + V'( f-i“ — + ’V]. 

Da COS-.V nicht negativ sein kann, so hat nur das obere Zeichen 
Geltung, mithin ist definitiv 

5 ) cos^ X = I [1 - - r,^- + y (T — + V ] , 

sin^ X = |[1 + I* 4- 7,* - VCl -^*-7;^)»+^*] 
oder auch 

6 ) sin^ .V = I f J 4- 4- 7;* — V( 1 + 4- V" )" '^41*]. 

Zur Abkünoiug führen wir folgende Zeichen ein 

A = Y p + 4- - V(i^ 4- - f 



7) 



8) 






— — 7J* 4- VC — -f 4>! 






und nehmen alle Wurzeln ini absoluten Sinne; cs ist dann nach 
No. f)> und 4) 

9) sin X = + A‘, cos x := + I', 
und hieraus folgt einfach 

10) X = arcsin (+ .V) —-jr arcsin .V, 

weil .r = 0 werden mufs , wenn I und t; verschwinden , wobei sich 
auch X annullirt. Die Vorzeichen sind leicht mittelst einer Speciali- 
sirung zu bestimmen. Nimmt man t; = o und denkt sich I als po- 
sitiven echten Bruch, so giebt die Gleichung 10) ' 

■r = + arcsin (VI“ ) ; 

man weifs aber im voraus, dafs x = arcsin | ist und zwischen 0 und 
|w liegt, mithin gilt für diesen Fall nur das obere Zeichen. Wenn 
dagegen | ein negativer echter Bruch ist, so liegt .i zwischen 0 imd 
— ^7T, folglich mufs, weil V'l“ absoluten Sinne genommen wird, 
das negative Zeichen eintreteii. In beiden Fällen überschreitet x 
die Grenzen — Jti und 4" nicht, und da die Cosinus solcher x 
immer positiv sind, so hat man in der zweiten Formel unter No. 9) 
jederzeit das obere Zeichen zu nehmen; demnach ist allgemein 
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für ä > 0 , fjn I = .1', cosx= y, X — arcsin (-|- X ) , 

- £ 0 , sin x = — .V, cos x = }', x = arcsin ( — .T). 

Ferner liefert die Formel 3) 

'=i-^+J;) = '(*.T+T)' 

und vermöge der gefundenen Werthe von x und y hat man schliefslich 

11) arcsin iy) = arcsin (+ .V) -|- i -|- y,^ , 

wobei die oberen oder unteren Zeichen gelten, jenachdem | positiv 
oder negativ ist. 

Die Function arccos (| -f- iy) gestattet eine ganz ähnliche Be- 
handlung, doch kommt man rascher zum Endresultate, wenn mau die 
Gleichung 

12) arccos -|- iy) = — arcsin (| -|- iy) 

als Definition von arccos benutzt. Zufolge des W erthes von arcsin ({-j-Mj) 
ergiebt sich zunächst 

arccos (| iy) = arccos (+ X) — i /^+ ^ i 

ferner ist nach No. 4) und No. 9) 

XS J-2 






i 

+T- 



1 

y 



und daher nach dem Obigen 

13) arccos (| iy) = arccos (-F ^1') -|- i 7^+ y. 




wobei hinsichtlich der Vorzeichen die frühere Bemerkung gilt 

Bemerkenswerthe Specialfälle der Formeln 12) und 13) sind fol-. 
gende. Nimmt man y = 0, setzt aber voraus, dafs der absolute Wertii 
von i die Einheit übersteige, so wird 



y'd — =f* — 1 , A'=l, arcsinX=in; 



f% Q 

gleichzeitig verschwindet und y stellt sich unter die Form -, 

deren wahren Werth folgende Umwandlung bestinunen lehrt Man 
hat im Allgemeinen 

^ 2y* . 

J'ä “ p'(, _ ^ 4,» ^ 1 _ I* _ ’ 

multiplicirt man Zähler und Nenner mit 

_ (1 _ I* _ 
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so erhält man 

_ V(1 ^4.)“ — (t — — »i“ ) 

2 



mithin für »; = 0 und wegen l 




Zufolge der gefundenen Werthe ist nun 

14) «/•c.wn 1= + + //(+ä -f" 

wobei das obere Zeichen für ein positives, das untere für ein nega- 
tives I gilt, so dafs + I immer den absoluten Werth von | darstellt. 
Wie mau sieht, ist der Werth von arrsin ^ eine comple.ve Zahl, so- 
bald 5 * mehr als die Einheit beträgt; in der That kann es auch 
keinen reellen Bogen geben, dessen Sinus die Einheit übersteigt. 

Nehmen wir zweitens | = 0, so wird .V = 0, }' = l nud 

wovon sich der wahre Betrag auf folgendem Wege findet. Es ist 

F ^ 21“ 

.V* 1 ^ _ y , 

^ 1 J- Ij -fr; “ + V (1 
2 

mithin für | = o 

= j.=yrT‘^^ 

daraus folgt 

15) arcsm {ir}) = i /(V 1 -f ,,) , 

wobei das Wurzelzeichen im absoluten Sinne zu nehmen ist. 

II. Unter arcian -f- ir[) verstehen wir denjenigen, für | -j- ii/ = 0 
verschwindenden Bogen, dessen Tangente den Werth ^ -|- /»/ besitzt. 
Setzen wir demnach 



lü) arctan (| -|- /?;) = x -j- /y, 

so mufs umgekehrt die Gleichung 

17) tan (jr -)- ///) = I -j- <») 

statt finden und zwar mit der Nebenbedingung, dafs für | = 0 und 

71 = 0 auch X = 0 und // = 0 wird. Für die linke Seite von No, 1^) 

substituiren wir ihren ursprünglichen Werth 

stn X . (e'J -|- C-») -f / c«.v X . (eH — c~*) tan x -)- /' (> 

cos X . (eV -|- <•-») — (sin x .(e’J — e~V) 1 — i Q tan x' 

wobei zur Abkürzung 



18) 



e'J — e-» 
ey-\-e » 



= Q 



Scklöfflilck alfcbr. Analyiit driu« Aufl. 



16 • 
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gesetzt worden ist. Aus der nunmehrigen Gleichung 
tan -f- / y 
N 1 — I y tan X 

ergeben sich durch Wegschaffung des Bruches und Vergleichung der 
reellen und imaginären Theile die folgenden zwei Gleichungen: 

19) tan T = I y tan x , Q —tj — | y tan x. 

Die erste derselben liefert 



20) tan X = — — 

1 — »iy 

und wenn man diesen Werth in die zweite Gleichung substituirt, so 
erhält man 

— (• + ^' + n^)Q= — V 

mithin 

0 = 1+ V'l± 

^ 2t, ■ 

Das Vorzeichen bestimmt sich durch die Bemerkung, dafs für t, = ü 
die Gleichung 20) in tan t = | übergehen, mithin i,y = 0 werden 
mufs; daher hat nur das untere Zeichen Geltung. Setzt man zur 
Abkürzung ' 

21) + + — 

wobei das Wurzelzeichen im absoluten Sinne zu nehmen ist, so hat 
man 



22) y = 

Aus No. 20) folgt weiter 



2t, 



23) 



X = arctan + ht , 

I - nQ ” ’ 



und darin bedeutet / irgend eine ganze positive Zahl; weil aber .r 
gleichzeitig mit | verschwinden soll , so ist X = 0 zu nehmen. Die 
Gleichung 18) giebt endlich 




wobei für Q sein Werth aus No. 22) einzusetzen ist. Nachdem hier- 
mit X und y bestimmt worden sind, hat man folgende Fonnel: 

24) arctan -{- /t,) 



= arctan 



i —1=* - t,“ + 






In dem speciellen Falle | = 0 wird Z — \ oder = i,* — i, 

jenachdem t,» weniger oder mehi' als die Einheit beträgt, daher 
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arctan ( itj) = i'^/ Q j] ' 'i“ * i 

arctan ( it]) z= / ^ / Q j] | ^ , »)* > 1 ; 

für »j = 1 liefern beide Formeln : 

arctan i i oo. 

Die Function arrcut (| -|- /»;) dcfinirt man am kürzesten durch 
die Gleichung 

arccot (S -f- /t/} ~ — arctan (J + »1) 

und hat dann nur für arctan (| i»;) seinen Werth aus No. 24) zu 

substituiren. 

Auf ähnliche Weise lassen sich auch die Functionen arcscc 
und arccsc (J -J" "i) behandeln; jedoch sind letztere so wenig im Ge- 
brauche, dafs eine ausführliche Untersuchung hierüber unnöthig wird. 

§. 58. 

Die Bedeutung; der complcxeu Zalilcu« 

Für denjenigen, der nur positive ganze Zahlen und positive ra- 
tionale Brüche kennt, also z. B. für jeden, der sich nur auf die 
Rechnungen des bürgerlichen Lebens versteht, sind irrationale Zah- 
len und negative Zahlen reine Unmöglichkeiten ; diese Unmöglichkeit 
ist aber, von einem höheren Standpunkte aus betrachtet, keine ab- 
solute, sondern eine relative, und sie läfst sich in der That 
durch eine Erweiterung des Zahlengebietes wegschaffeu. Wenn wir 
nun die Zahl > — l eine unmögliche nennen, so ist diefs allerdings 
in so fern richtig, als es in der bis jetzt aufgestellten Zahlenreihe 

. . — 3, . . - !2 , . . - 1 , . . 0 , . . -f 1 , . . -f- 2, . . -f 3, . . . 
keine Zahl giebt , deren Quadrat = — l wäre, und es also unmög- 
lich ist, sic darin zu finden, doch w'äre es auch in diesem FaUc 
denkbar, dafs eine passende Erweiterung des Zahleugebietcs zu einer 
reellen Bedeutung von ^ — 1 führen könnte. Eine derartige Erwei- 
terung kann aber in der Längeurichtung der Zahlenreilic nicht 
vorgenommen werden, weil bereits nachgewiesen ist, dafs die Zah- 
lenreihe von oo bis -|- <oo stetig, d. h. lückenlos verläuft, dafs sie 
also in dieser Richtung bereits alles Mögliche umfafst; es bleibt 
daher nur übrig, das Zahlengebiet seitlich zu erweitern, oder mit 
anderen Worten, das Zahlengebiet nicht als einfache, sondern als 
Doppelreihe zu betrachten. Dies» Bemerkung gewinnt an Ge- 
wicht, wenn wir auf die Entstehuugsweise der Zahlen zurückblicken. 

Ist nämlich eine Reihe gleichartiger Gröfsen 

16 * 
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r, b', < 1 , b,r, d, . . . 
gegeben, so dienen die Zahlen 

— 5, — 2,-l,0,+l,+!2,+3, ... 
um jenen Grüfsen ihre Stellen in der obigen lleihe anzuweisen, wefs- 
halb mau auch in vielen Fidlen die sprechendere Bezeichnung 

anwendet; die Zahlen sind demuacli die Stellenzeiger der Grö- 
fsen. Dabei ist jedoch die stillschweigende Voraussetzung gemacht, 
dafs es möglich sei, die gegebenen Gröfsen in eine einfache Reilie 
zu ordnen ; kommen aber Gröfsen vor , welche sich einer derartigen 
Anordnung nicht fügen, wie z. B. die Glieder einer Doppelreihe, so 
reicht man natürlich mit den Stellenzeigern einer einfachen Reihe 
nicht mehr aus, und das Zahlengebiet mufs nun selbst zu einer Dop- 
pelreihe erweitert werden. 

Denken wir uns eine Doppelreihe von Gröfsen nach dem Schema 



. . (s', (5', Sö', 31, 31, L5, D, Cf, . . . 

.. E', Ü\ C, g, .-/, U, C, fl, A, ... 

• . i */, I*', ß, y, i, ... 

. . e if, c, b\ II, b, c, d, e, . . . 

. . c', b', c', b', n, b, c, b, e, . . . 

und darin a als Anfangspunkt, so ist der Übergang von o und zu 
einer beliebigen anderen Gröfse, z. B. (r, auf sehr verscldedene Wei- 
sen möglich, man könnte in dem vorliegenden Falle die Wege aßyöt£& 
oder aßyüü einschlagen, also von einer Stelle der Reihe aßy . . . aus 
in verschiedenen Richtungen fortgeheu. um nach 6 zu gelangen. Ist 
die Doppelreihe eine stetig erfüllte, so dafs also an jeder denkbaren 
Stelle eine Gröfse steht, so bilden diese Gröfsen zusammen auf die- 
selbe Weise eine Gröfsenebenc, wie die einfache stetige Gröfsen- 
reihe eine Gröfsenlinie darstellt; wir können daher der Anschau- 
lichkeit wegen die Sache unter einem geometrischen Gesichtspunkte 

betrachten, und es ist diefs 
ebensowenig eine Anwen- 
dung auf die Geometrie, 
als es die Vergleichung der 
einfach continuirlicl^en Grö- 
fseureihe mit der Geraden 
sein würde. Nclunen wir in 
Fig. 1 1 die Gerade A" A’ für 
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die Reihe . . . y /3 ' aßy . . . und den Punkt O für die Gröfsc o, so kann 
der Übergang von O zu einer beliebigen an der Stelle /■•„ stehenden 
Gröfse dadurch geschehen, dafs man zuniielist eine Strecke OM auf 
OK fortgeht und sich dann von M nach P„ wendet. Die absolute 
Länge von OM lieifse .r, die von 4/P„ sei _i/, so ist iin Ganzen der 
Weg X y zurückgelegt worden, wobei cs aber noch eines Kenn- 
zeichens bedarf, iiia anzudeuten, dafs die Richtung des y von der 
des X verschieden ist. Zu diesem Zwecke wollen wir unter dem Zei- 
chen iju eine Gerade MV„ verstehen, welche die Länge y besitzt und 
die mit ihrer iinfänglichcn Lage ^/P^ den Winkel P„MPu = ii ein- 
schliefst. Der zurückgelegte Weg ist dann 

1) ^ + .'/u 

und sowie hier x der Stellenzeigcr des Punktes M oder der daselbst 
befindlichen Gröfsc ist , so bedeutet x >/„ den Stellenzeiger des 
Punktes P„. Für « = 0 hat man x als Stellenzciger von P^, 
und da andererseits OI\ = x -{- y ist, so folgt 
yo = !J = y ■ (+ 'l; 

für H = 7t dagegen ist x -|- i/„ der Stellenzeiger von P„ , und da 
OP„ — X — ?/, -so ergiebt sich: 

3) y,t = — y = y ■ (— O 

Man erkennt aus diesen Werthen _)/„ = ?/ . (-f- 1 > und y„ = y . ( — I ), 
dafs der allgemeinere Ausdnick aus’zwei Factoren besteht, deren 
erster y selbst, d. h. die Länge des Weges il/P„ ist, und deren 
zweiter von dem Winkel n abhängt, indem er die Gröfse der Ablen- 
kung w angiebt. Wir setzen daher 

4) !i^z=y.f(u) 

und suchen die unbekannte Function /Y«) zu bestimmen. Zu diesem 
Zwecke sei 4/P„+„ eine zweite Gerade, welche mit OK den Winkel 
XMPu+f = Jf -|- r cinschliefst und der Länge nach ebenfalls = y . 
ist; man hat dann 

5 ) = .V •/(" + »)• 

In so fern aber die Gerade i/„+r ihrer Richtung nach um den Win- 
kel r von ;/u ab weicht, mufs auch die Gleichung 
yu+v = y«. ■ /('O 

statt finden, indem man i/„ als die ursprüngliche und i/b+i. als die 
abgelenktc Gerade ansieht; durch Substitution von aus No. 4) 
verwandelt sich die vorstehende Gleichung in 
y<i\» — y •/(«) -/(e), 

deren Vergleichung mit No. 5) zu der Bedingung 

.A«) • /('O =/(« -|- c) ' 
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führt. Hieraus bestimmt sich die Natur der Function /"(«); nach 

§. 40 ist nämlich 

/W = LAi)l“ 

oder kürzer, wenn die constante (jröfse / (1) mit u bezeichnet wird, 

/(«) = n“. 

Der Werth von « wird durch die Bemerkung gefunden, dafs die 
nunmehrige Gleicliung 

6 ) iju = ya" 

für u = 71 mit der Formel 3) zusammenfallen muTs ; man erhält so 
.V* =!/«" = • (— 1) 

und folglich 

1 

« = (- 1)”- 

Aus der Gleichung 6) wird jetzt vermöge dieses Werthes von o 

1 u 

7) = n*l» = y(- D". 

Ist der Ablenkungswinkel ein rechter , also « = |it , so folgt 

8) 

und es bedeutet demnach y y — 1 eine Gerade, welche die Länge y 
besitzt, aber senkrecht auf ihrer ursprünglichen Richtung steht Für 
OM = .r und ein rechtwinklig darauf eirichtetes MP = y ist nun- 
mehr 

V— • 

der Stellenzeiger des Punktes P oder der an dieser Stelle stehen- 
den Gröfse. Für w = würde sich auf ähnliche Weise 

y =y{— iV = y (- \'-~i = — y \T~\ 

ergeben, wonach der Ausdruck 

X — y y — 1 

als Stellenzeiger des unterhalb liegenden Punktes P' .gelten mufs. 

In dieser Untersuchung liegt nun die reelle Bedeutung der com- 
plexeu Zahlen. Auf dieselbe Weise nämlich, wie eine reelle Zahl x 
das Mittel ist, um sich eine bestimmte Stelle der einfachen Gröfsen- 
reihe zu vergegenwärtigen und vor der Einbildung festzuhalten, so 
dient die Zalü x -|- ly zur Fixirung einer bestimmten Stelle in der 
Doppelreihe von Gröfsen? setzen wir also z. B. voraus, dafs in der 
auf Seite 244 verzeichncten Doppelreihe £ von « aus gerechnet an 
der Stelle x und 6 von t aus gezählt an der Stelle y stehe, so ist 
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X -J- /;/ der Stellenzeiger von G 

x — i’y - - - t 

— r-{- iy - - - G' 

— X — iy - - - e'. 

Zugleich ergiebt sich, dafs die Zahlen -j- i und — i für die laterale 
Erweiterung des Zahleiigebietes dasselbe sind, \vie t{- l und — 1 
für die longitudinale Fortsetzung desselben. Während nämlich l 
einen Schritt vorwärts (etwa nach rechts) in der einfachen Zahlen- 
reihe a, ß, y, . . . bezeiclinet und — 1 einen Schritt rückwärts (nach 
links), so gescliieht der Übergang von einem Gliede der Reihe a, ß, 
Y, ... zu dem entsprechenden Gliede der darüberstehenden Reihe 
(z. B. der Schritt von d nach If) mittelst der Zahl i und der 
umgekehrte Übergang zu dem entsprechenden Gliede der nächst tie- 
feren Reihe tz. B. der Schritt von 6 nach d) mittelst der Zahl — f. 



Capitel XI. 

Die coniplex(M) neilten und Producte. 

§. 1)9. 

OnnjdbcjfriftV. 

Auf gleiche Weise, wie wir den Begriff der Function in so fern 
erweitert haben, als wir uns nicht mehr auf reelle Variabele be- 
schränken, ist auch der Begriff der Reihe einer Verallgemeinerung 
fähig, indem an die Stelle der früheren reellen Reihe 

"o + "i + "j + "a + • •• 

eine Reihe complexer Zahlen gesetzt werden kann. Ist diese com- 
plexe Reihe eine endliche: 

(t’o + '"’O 1 + ("l + '«’l) + (»’s + '■'"s) + • • ■ + ( <’n-, + '“’n-, ) , 

SO hat die Betrachtung derselben keine Schwierigkeit, da die end- 
liche Reihe als Summe einer endlichen Anzahl Summanden erscheint 
und demgcrnäfs auch unter der Form 

"o +*’i +"a 4- 

4 J (ie„ -f w^ -I- M'j -j- . . . 4 -1 1 

dargestellt werden kann. Geht aber die Reihe in’s Unendliche fort, 
so entsteht, wie früher, die Frage nach ihrer Convergenz oder Diver- 
genz, wobei es jedoch vorher einer Verständigung darüber bedarf, 
was Ck)nvergenz oder Divergenz einer complexen Reihe heifsen soll. 
Hierüber zu entscheiden , ist nicht schwer , wenn man sich erinnert. 
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dafs nur convergentc reelle Reihen einer bcstinimten reellen Zahl 
gleich gesetzt werden dürfen, welche letztere dann die Summe der 
Reihe ist; behalten wir diese Definition ungeändert bei, so heilst 
die complexe Reihe 

(i'u -f iwj 4- (i'j + <■«’,) + (e, 4- /Wj) 4- . . . 
convergent, wenn sich eine bestimmte comple.xe Zahl F4- fii'" 
den lafst, welcher die obige Reihe gleichgesetzt werden darf; dar- 
aus folgt 

^ t 

‘’O + 4- I'3 -f ... = r 

"’O + "’l + "'2 4- "’s + ■ • • = ' 

und liier inüssyi nun die einzelnen reellen Reihen convergiren, weil 
sie aufserdein keine bestimmten Summen V luid IV haben würden. 
Man kann demnach die Definition der Convergenz einer complexcn 
Reihe auch folgenderraafsen ausdrücken: 

Die complexe unendliche Reihe 

("o + '"’o) + ("l + '"’i ) + -f '«'s) -f . . . 
heifst convergent, wenn die reellen Reihen 

"O + "l + "2 + «’s + 

+"'2+"’3+--' 

gleichzeitig convergiren, divergent dagegen, sobald die eine 
oder andere der genannten reellen Reihen divergirt oder beide 
divergiren. 

Dieser Definition zufolge reducirt sich die Untersuchung der Con- 
vergenz oder Divergenz unendlicher complexer Reihen auf die Prü- 
fung zweier reellen Reihen und kann demnach unter Zuziehung von 
Cap. V. jederzeit durchgefühlt werden. Setzen wir z. B. voraus, es 
sei eine reelle Reihe von der Form 

1) ' .-i ^ J J /i . 

dadurch in eine complexe Reihe übergegangen, dafs : (ros 5 4- » *) 
an die Stelle von i 'getreten ist, so hat man die complexe Reihe 

2) ./|) -j- .‘t^z (cos 9 i sin 9) .4^z'^ (cos 29 -J- i sin 29) 

4" (cos 59 4" i sin 39) 4" • • • 

und als reelle Reihen daraus. 

/t yZ COS 9 -j- z/jS* cos 29 ./jS'* cos 59 . ., 

sin 9 .4 ^z^ sin 29 -|- .i^z^ sin 59 4- . . 

die letzteren convergiren, wie sehr leicht zu sehen, jede.smal, wenn 
diefs mit derlleilie 1) der Fall ist, und man kann daher sagen: die 
complexe Reihe 2) convergirt immer unter denselben Bedingungen, 
unter welchen die reelle Reihe 1) convergent bleibt. So z. B. con- 
vergiit die reelle Reihe 
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i“ + “f- ]'*+•■ • 

für 1 > : > — t ; dasselbe gilt auch von der coraplexen Reihe 
3) (ros 6 -|- i si// -f" (eo-* 26 -|- / sin 26) 

(cos 36 i si/i 56) -f- . . . 

Für: = 1 divergirt die obige Reihe; die complexe Reihe bedarf dann 
einer besonderen Untersuchung, und zwar findet man aus §. 3l, dafs 
sie noch convergirt, wenn 6 kein gerades Vielfaches von 7t ausmacht; 
für : :>• 1 oder : — l divergirt die reelle Reihe und ebenso die 

complexe. Mit diesen einfachen Bemerkungen ist für alle Fälle die 
F.ntscheidung gegeben. 

Was ferner die Rechnung mit unendlichen complexen Reihen be- 
trifft, so wird man Sich leicht überzeugen, dafs sic ganz denselben 
Regeln unterliegt wie die Behandlung der reellen Reihen, und zwar 
folgt diefs aus der Bemerkung, dafs jede complexe Reihe als Com- 
plex zweier reellen Reihen angesehen werden darf. Älan kann dem- 
nach zu jedem der in §. 32 entwickelten Sätze ein Corrclat aufstel- 
len, welches die Erweiterung desselben auf complexe Reihen aus- 
spricht. So z. B. wird unter der dort gemachten Determination das 
Product der convergenten reellen Reihen 

(Äo + *i^ + M^+M='+-. 
durch die convergente Reihe 

•*) "o*o ■!" "f ("o*2 "f" "l*l “l" "i*o) 4' ■ 

dargestellt; betrachtet man statt dessen die complexen Reihen 

(«0 +"i= s/n 6) -j- (cos 26 t s/n 26) 

' -j- AjS (cos 6 -j- i's/o 6) -f- (mv26 -|- / stu 26) -j- . . .• 

welche convergiren, wenn hier : denselben Bedingungen wie in No. 4) 
genügt, so enthält das Product, nach Potenzen von : geordnet, die 
nämlichen Partialproducte «,&(, etc. wie No! 5), aber 

aufserdem noch mit goniometrischen Factoren hehaftet. Zerlegt man 
das ‘‘Product in seinen reellen und imaginären Theil, so findet man 
zwei Reihen, welche rascher als die Reihe .5) convergiren, weil ihre 
einzelnen Glieder kleiner als die entsprechenden Glieder der Reihe 5) 
sind; es convergirt also auch die complexe Reihe, welche das Pro- 
duct der complexen Reihen in (!) darstellt .\hnlichc Schlüsse gel- 
ten für alle solche Erweiterungen der in §. 32 enthaltenen Theoreme. 

Sowie nun früher Summirungen reeller Reihen vorgenommen 
wurden, so können jetzt auch complexe Reihen summü't werden, in- 
dem man sie analogen Betrachtungen wie jene unterwirft. Um diefs 
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zunächst an einem einfachen Beispiele zu zeigen, erinnern w an 
die Sumnienformel der geometrisclien Progression: 

_ 1 — X* 

1 — X 

die man auch als das Krgebnifs einer ausgefilhrten Division ansehen 
könnte. Da nun, den Leliren des §. *)2. zufolge, die Grundoperatio- 
nen bei coinplexen Zahlen (beselbcn wie bei reellen Zahlen sind, so 
mufs die obige Formel auch für ein complexes x, etwa 
X = I (ro.t 0 -[- / si/i 6) 

richtig bleiben; man erhält durch diese Substitution 
8) ' “I" " 9 -j- I .tin 9) -f- x* (ros ‘29 -|- t sin 29) -f- . . . 

. . . (cos n — 1® < J"« » — ^ I®) 

I — (cos «9 -J- isin «9) 

1 — I cos 9 — iz sin 9 

Multiplicirt man Zähler und Nenner des rechter Hand stehenden Aus- 
dmeks mit 



1 — I cos 9 -j- tz sin 9 

und vereinigt soviel als möglich, so geht derselbe in den folgenden 
über: 



I 3 COS 9 



I nO -|- 



cos (n — 1)9 



+ ' 



) — 2 z cos 9 j * 

z sin 9 — s" sin «9 sin (n — 1 | 



1 — 2: cos 9 I* 

Aus der Vergleichung der reellen und imaginären Partie des vorlie- 
genden Ausdruckes mit den reellen und imaginären Thcilen der Reihe 
in 8) fliefsen jetzt unmittelbar folgende Rcihenformeln: 

9) 1 • re* 9 -j- ros 2 9 -|- cos 3 9 j"~' cos (n — 1 )9 

1 — : ros 9 — s" ros « 9 x"*' cos (« — 1 )9 

) — ‘25 rt).c 9 



10) 



5 “ sin 2 
5 sin 9 



i 5 * .«/// .3 9 i" ' sin (n — 1 )9 

1 )® 



5 " sin Ä 9 -j- 5 "*' sin (« ■ 

I — 2z cos 9 5- 

von deren Richtigkeit man sich auch umgekehrt überzeugen kann, 
indem man beiderseits mit 1 — ros 9 -f- multiplicirt und linker 
Hand jedes doi»pelte Product zweier goniometrischen Functionen in 
eine Summe zweier Cosinus oder Sinus zerlegt. 

Nehmen wir : als echten Bruch, lassen die Gliederzahl ins Un- 
endliche wachsen und beachten, dafs z" unter der obigen Voraus- 
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Setzung die Null zur Grenze hat, so gehen die Formeln 8), 9) und 

10) in die folgenden über: 

11) ^ ~ ® "I“ ' *1" 2 9 jr/« 2 6) -|- . . . 

1 1 — z cos 9 ii sin 9 

1 — z (cos 9 sin 9) 1 — 2 s cos 9 -|- s ^ 

12) * "I" ® ® "f" rn* 29 -J- 3^ cos 5 9 -|- s ' cos 4 9 . 

1 — 3 cos 0 
1 — 23 cos 9 -|- 3 - 

13) 3 sin 9 3- sin 2 9 -|- s’ sin 3 0 3^ j/n 4 9 -|- . . . ^ 

3 sin 9 

1 — 23 cos 9^3* 

wobei allen drei Formeln die Bedingung 

— 1 

gemeinschaftlich zukommt. 



§. 60. 

Die Binomialrcihe mit complcxer VarUbelen. 

Die Rechnungsoperationen, mittelst deren wir in §. 36 die Summe 
der Reihe 



/(f*)= 1 + ^ J + 



Kp — t) 



-0(p-2) 3 

i .2.3 



= ff*)o + (f*)l ^ + (ft)« + (ft)s + 

bestimmt haben, bezogen sich hau])tsächlich auf und waren ganz 
unabhängig von der Frage, ob .r reell ist oder nicht; daher läfst sich 
dasselbe Verfahren auch zur Summirung der complexen Binomialreihe 
l)/lf*) = (f*)ü + (ft)! = (r«* 9 4 / Hfl 9) + (f‘l 2 =■ (<■'»•«29 -fl 29) 4--.- 
benutzen, vorausgesetzt natürlicli, dafs dieselbe convergirt. Die frag- 
liche Reihe besteht nun aus den beiden reellen Reihen 



(ft)o + (f‘)i ^cos9-f-(fi).^z’‘cos2 6-j- , 

(ft), 3 sin 9 4- (f*).i i/fl 29 4* , 

welche für i* <; l gleichzeitig convergiren und für l gleich- 
zeitig divergiren; im Falle z'^ = 1 ist nach §. 31 zur Convergenz 
die Bedingung Lim (ft)„ = 0 erforderlich und dieser genügt man 
durch die Annahme — 1 c P C 4- 00 (s. §. 22, Fonnel 2). Den 
in §. 31 erwähnten Ausnahmefall , wo 9 ein Vielfaches von n beträgt, 
können wir übergehen, weil derselbe auf die Binomialreihe mit reel- 
ler Variabelen zurückführen würde. 



Aus der Gleichung 1) erhalten wir nach derselben Methode wie 
in §. 30 für /'(ft) die Eigenschaft 

mithin bei allen reellen ft 
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/W = [/'(*)]“, . 

d. i., wenn /"( l ) mittelst der Gleichung 1) bestimmt wird, 

.A(f») = [1 + " ('■"* ® *)]'* i 

demnach gilt die Formel 

2) f I -|- I (cns 9 / sin 9) |“ 

= (f*)o 4" (f*)i C*""* ® 4 “ ' ®) + <“>2 29 -|- i sin 29) -f- 

und zwar imtcr den Hedingungeu 

entweder =* <; 1 und fi beliebig , 
oder i* = l - — 

Um eine Vergleichung der beiderseitigen reellen und imaginären 
Theile vornehmen zu können, bringen wir die Basis der links verzeich- 
neten Potenz auf die Nomialform complexer Zahlen, indem wir setzen 
1 ; {cos 9 -|- i sin 9) = r {cos t i sin i). 

Daraus folgt zunächst 

4) r = p t -|- 2: cos 9 -j- 3* , 

WO das Wurzelzeichen im absoluten Sinne zu nehmen ist, ferner 

3 sin 0 , 3 sin 6 , 

lnnTz = — - - oder r= arcinn -r - + An 

1 -f- ' C''S 9 t 4" “ 9 ~ 

worin / eüie beliebige gerade Zahl bedeutet; zur Abküi’zung sei 

3 sin 9 



5) 



CO = arctan — , , , 

1 c ca$ 0 



mithin t = oi + kn. 



Man hat nun mit Rücksicht auf das in §. 52 Gesagte 
1 1 -f- 3 (coi 9 -|- isin 9)|“ = /-f* jn« f» (t ‘Ihn'S -|- i sin fr 

= (1 -j- 23 cos 9 -|- 3* )*“ [coi p(<o -)- nn) i sin fi(a /m)J 
und darin bezeichnet « = 2// + k irgend eine positive oder nega- 
tive gerade Zahl. Endlich führt die Vergleichung der reellen und 
imaginären Theile zu folgenden zwei Formeln 
b) (1 4- 23 cos 0 -J- 3*)1^ cos p(ci) nn) 

= + (f*) i * 9 (fi)j 3* ro.< 2 9 -|- (ft) j 3» fo.t 3 9 . 

7) (1 2r cos 9 -|- 3*)»^' sin fi{co -|- nn) 

= (ft), 3 sin 9 (fi).^ 3* sin 2 9 (ft), 3 ’ ,«'« 3 9 

Der Natur der Sache nach bestehen die linken Seiten dieser 
Gleichungen aus mehrdeutigen Ausdrücken, während jede der rechts 
verzcichneten Reihen nur eine Summe besitzt; daher mufs 11 be- 
stimmte Werthe haben, entweder einen einzigen immer gültigen oder 
nach einander verschiedene, je nach der Gröfse des z oder 9. (Man 
kann sich z. B. denken , dafs n = — 2 oder = 0 oder = -f- 2 zu 
nehmen wäre , jenachdem z zwischen — 1 und — ^ oder zwischen 
— ^ und -|- oder zwischen -j- J und -|- l liegt.) Hierüber ent- 
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scheidet folgende Bemerkung. Die Reihen in No. I>) und 7) schrei- 
ten nach Potenzen von r fort, mitlun sind ilire Summen stetige Func- 
tionen von : innerhalb der Grenzen der Convergenz (§. 30, S. 122), 
daher müssen auch die linken Seiten der Gleichungen (3) und 7) 
continuirliche und endliche Functionen von : sein. Was nun den 
ersten Factor 

(1 2i ros 8 -|- 

betrifft, so bleibt derselbe bei positiven p immer endlich und stetig; 
bei negativen p würde er unendlich werden, wenn 1 2: cos 9 

den Werth Null erliielte, und dieser Fall läfst sich durch die An- 
nahme < l vermeiden, weil dann immer 1 -j- :® 2: 2: cos 9 

ist Im zweiten Factor ist unter derselben Voraussetzung w eine 
endliche und stetige Function von : , dagegen ilndert sich ii sprung- 
weise, und daher würden cos‘(t{io -|- «ir) und sin p(o) -|- nn) Unter- 
brechungen der Continuitat erleiden, wenn ii nacheinander verschie- 
dene Werthe erhielte. Die Continuitat der linken Seiten von Ü) 
und 7) erfordert denmach, dafs ii immer denselben Werth behält, 
solange z zwischen — l und -|- t bleibt; um diesen einen Werth 
von « zu finden, genügt irgend eine Specialisirung des am einfach- 
sten 1 = 0, wodurch u = o wird imd folgende Gleichungen ent- 
stehen 

cos fimt = I , sin finn — 0. 

Bei beliebigen p können diese Gleichungen nur dann zusammenbe- 
stehen, wenn « = o ist; man hat daher 

«) {» + 2j cos 9 j*)l^ cos arctan 

= (f*>0 + (f»)! ' ® CO.V2 9 (fl)j 3» C(«39 , 

9) (I -1- 2= ros 0 -4- sin ( u arctan 

' ' ' ' V 1 -f- 3 c«j 9y 

= (p), 3 sin 9 -j- (fi).j 3® sin 29 (p), 3 ’ «« 39 

Im Falle eines ganzen positiven p brechen diese Reihen ab und 

gelten dann, wie leicht zu sehen ist, ohne alle Beschränkung des r; 

in jedem anderen Falle mufs : zwischen — 1 und t enthalten sein. 

Einige bemerkenswerthe Specialisirungen der Formeln 8) und 9) 

sind folgende. Für ein ganzes positives p = /« und 3 = 1 wird 

arctan — . = arctan (tan 19) 

1 -f- 3 C«J 9 ' ^ ' 

was mit J9 übercinkommt, wenn 19 zwischen — jir und -j- mit- 
Inn 9 zwischen — n und -\- n liegt. Unter dieser Voraussetzung 
ergeben sich die Formeln 



Digitized by Google 




254 



Cap. XI. Sic complexen Hcihcu and Producte. 

10 ) (2 cos J9)'" cos ^17/9 

= (,'")o ('”) I coj 9 -j- {;/;), co* 2 6 (» 1)3 coj 3 6 . -f- (m)« cos mi, 

11 ) (2 cos 1 ^ 6 )” siti 

= (;// ) j sin 6 -|- (m) j si'ii ‘2 0 -|- ( r»)^ sin 5 6 -j- (»i)„ sin tni. 

Da beide Seiten dieser Gleichungen ungciindert Ideiben, wenn für » 
der Reihe nach 2 :t;f 6, etc. gesetzt wird, so gelten die ge- 

nannten Gleichungen auch für jedes beliebige 9. 

Eine zweite Specialisirung ergiebt sich durch die Annahme : = 
— cos 6 , wobei wir 0 c 6 71 voraussetzen, damit : stetig von — l 

bis -f- I gehe; es wird 

12) 9 cos fTf J-n — 0 ) = — (fl), cosi cos 9 -}- (fi)^ coj* 9 cos 29 

— (fi)j roj* 9 cos 39 

13) — sin '^l‘ 9 sin fl ( -i 7 t — 9) = (fl) , cos 9 sin 9 — ( fi) ^ cos^ 9 sin 29 

-|- (fi)j coj’ tsin — . . . . 

0 < 9 Cti. 

Im Fall fl eine ganze positive Zahl ist, gelten auch diese Formeln 
für jedes beliebige 9. 

* Für 9 = l7t erhält man aus No. 8) und No. 9) 

(1 I*)l“ cos (fl arctan z) = (fi)„ — (fi)j s* -f (fi), z* — (»^ 

(1 -|-i*)4'‘ sin (fl arctan s) = (fi', i — (fi)j z^ -|- (fi)j — 

— 1 <sC-f I, 

oder wenn arcluii z = 11 , mithin : = fnii 11 gesetzt wird, 

COS H fi 

14) — ; — = (fi)o — (fl), /««* « -f (fl), tan* II — (g)j tan^ " + • • 

COS- H 



15) = (fl), tan II — (fi)j tan^ 11 -f- (( 1)5 /«"* « — 

cos‘‘ u 

— i?t- 

Diese Formeln sind iu so fern die Verallgemeinerungen von den 
Formeln 4) und 5) des §. 43, als hier fi beliebig ist , während 9 auf 
das Intervall — [ 7 t bis [n beschränkt bleibt. Auch lassen sich 
mit den Foinneln 14) und 15) genau dieselben Umwandlungen vor- 
nehineu, welche in 43 zu den Gleichungen 10), 11). 13) und 14) 
führten ; es gelten daher bei beliebigen fi und für — •C u 
-f- folgende vier Gleichungen; 



16) 



P* . . . P* (P® — 2*) . , 

COS uu = 1 — si/i^ u + ^ sin* u 

^ 1.2 • I ' " 



p- (fl" 



a . -> 

2^)(,u « — 4») 
2.'3. ~4 ' 



« -f- , . 
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1 it* — 1* . 

17) cos (it 1 / = cos u n j ^ .«i'n® u 



. j, 

' 1.2.3.'! 






18 ) sin fM = - sin u — ' ^ ^ *'"* " 

1 1 . 2 • 3 

(i (fl'“ L 

4 - sin-' u — .... 

' 1 . 2 . 3 . 4 . .T 

i« jLt (|U^ — 2*"* ) 

19 ) sm uu — cos u sin n — u 

' /I 1.2.0 

, u(u2 — 2*)(u* — 4*) . , ) 

4- - - - -- sm-* u — . , o A , 

■ 1 . 2 . 3 . 4 . ö j • 

Die Grenzen — ]:t und -|- innerhalb deren diese Resultate rich- 
tig bleiben, lassen sich durch folgende Bemerkung etwas erweitern. 
Setzt man in No. 10) /* = 21, « = Iv, so hat inan 



cos lt> = I 



f2A)* ..... (2A)M(21)* — 2*1 . ^ j 

.«//■* i(,' -f- ! sin^ iv — .... 

1.2 * ' 1 - 2 . .3 . I * 



II II (II 1 1 1 

= 1 (2 sin it. )* -1- ^ (2 sin Iv)* 

— (2 sin 4«)*'-!- 

1 . 2 . 3 . 4 . 3 . (5 ! -r 



und zwar gilt diese Gleichung unter der Bedingung — |;r 
-f- 4» d. h. — 4" + 1^- Ferner ist 

2 «'«* 4*’ = t — cos c = 1 — 4 1 — s/«* i\ 
wobei das Wurzelzeichen im absoluten Sinne genommen werden raufe, 
weil der Cosinus eines zwischen — l'* und liegenden Bogens 

c positiv ist; entwickelt man noch ) 1 — s««* v nach dem binomi- 
schen Satze, so wird 



i"- -2 +5 



1 sin* V .1.3 .hVj® i' . 

2 ~~lt T 2 ^ -f- . . . . 



V. . , ■ 1 I * , 1.3 sin*' I' , 

*22^2.43' 



Indem man beide Seiten dieser Gleichung nach einander auf die 
zweite, dritte u. s. w. Potenz erhebt, gelangt man zu Reihen für 
(2 sin 4n)* , (2 sin 4u)« etc. und es ist dann 
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e».v Ii' = 1 — I .</■«* I’ -J- 4 V -|- ^ sin'’ e -|- | 

1® (A2 _ <2) , 

H tT’ 2 ~ S i 

} 

+ 

Diese Doppelreihe {iciiügt den Dcdiiiffuugen , unter welchen die An- 
(jrdnung nach Verticalcolonneu vorgenoinmen werden darf; man er- 
halt (innner fiU' — <C e in) 

o, ^ — 2*) . , 

I) ros kr =z I sm e -4- - ^ sin' v — 

' 1.2 ^ 1 . 2 . 3 . 4 ’ 

und zwar inufs dieses Resultat mit Xo. 1(5) übercinstimmen, weil es 

im Falle — }n <C r Jn nicht von Dem verschieden sein kann, 

was die Gleichung 10) für p = i und « = n geben würde. Man 

gelangt also formell zu nichts Xeuem, wohl aber zeigt sich, dafs die 

Gleichung 20) für — in c c J.n, oder die Gleichung 10) für 

— <c Jn gültig bleibt. Ganz ähnliche Betrachtungen sind 

auf die Gleichungen 17), 18), 1!>) anwendbar, und man kann demnach 

die Fonnel 10) bis 19) für alle zwischen — ^n und in liegenden 

« in Anspruch nehmen*). 

Noch wollen wir ein paar bemerkenswerthe Folgerungen aus den 
Gleichungen 10) und 19) erwähnen. Die erste dieser Gleichungen 
läfst sich folgendermaafsen darstcllen 
1 — cos jsu stn^ u , 2 sin' u 

- "2 “ 2 "^3V~2*J'^4^^ 

+ .3.3r-20l‘~V»j-6-+ 

und wenn (* als echter Bruch vorausgesetzt wird, so beträgt das im 
Gliede vorkommendc Product 



•) Kino fernere Krweiterung «les Oültigkeitsinten'allcs ist übrigens nicht möglich. 
Liegt z. H. y zwischen nu<) n. svi ist 

2 sin^ = 1 -}* ' ^ ^ 

^ sin'^ V , V 

2 

um] nun wird das Resultat ein ganz anderes. Diefs sieht man anoh leicht a posteriori. 
Die Reihe in No. 16) bleibt nämlich dieselbe für u « fD und für u = ;c dagegen 

sind coSjUiD und cosu{n — m) verschieden (wofcni ß nicht eine gerade Zahl ist), mit- 
hin hört diu Gültigkeit der Gleichung ICj auf, sobald u den ersten Quadranten über- 
schreitet. 
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weniger als die Einheit aber mehr als das unendliche Product 

.un 

ifUf ’ 



O-aO-Ö('-S) ■■= 



diefs giebt folgende zwei Ungleichungen 
I — cos /tu 



1 — cos fiu 



«h* « , 


2 sin* u 


“2 T 


3 ’ k~ 


sin ^fin 


1 sin^ u 







,2.4 i/n“ u , 

3 T 5 “T ” T' ' 

- , 2 j/Vc* u , 

~ + 3 T 



Indem man 1 — cos fiu durch 2 süt^ ifiu ersetzt^ zieht man hieraus 

u'-‘ Ai« 

T V 



2 *!'«■* U 



2 '3 4 ^3.5 



2 . 4 iin® « 



"1 (^JL' 

2 V ift« 



Jft« ) ' IfiTt ’ 

durch Übergang zur Grenze für unendlich abnehmende (n verwandelt 
sich diese Ungleichung in die Gleichung 



21) 

oder 
22 ) . 



iin* K , 2 sin* u , 2.4 ü'«“ u 



2 2^3 



+ 3’5 



6 



+ 






X* , 2 ar‘ 2 . 4 X* , 

(‘"■""") =r + 3 2+3:rs + 



wobei siHu = X gesetzt wurde. 

Die Gleichung 19) läfst sich folgendermaafsen darsteUen: 



sia fUi 
P“ 



: cos u sin u 1 1 






+L4(- | 

und kann im Übrigen wie vorhin behandelt werden ; durch Übergang 



I I 2 

I I + 5 «« 



a I ^ ^ • 4 1 

* w ~ stn* u -|- , 



zur Grenze für verschwindende 5 * erhält man 
23) u = cos u sin u 

I — + 

oder auch 

^ 1 -J- tan - 1 / I 5 1 -j- tan ^ * 3 . 

— 1 » < « C + J™- 

Setzt man tun n = x, woraus u = arvUtn x folgt, so gelangt man 
zu einer für jedes endliche x geltenden Entwickelung von urcla» x, 
näinlich 

Schl5mtl«li AJfebr. Analfvit dritic Aal). \1 



. 4 f tan* u I 1 
. 3 VI -j- /««* uj ' ■ ■ ' I ■ 
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( 1 2 X* , a . 4 r x= 

25) arcan x = ^ j . + - , ^ ^ j 

Hierin liegt wieder ein Mittel zur Berechnung der Zahl n ; durch 
Anwendung der Formel 

jw = 5 arctan I 2 arctan 

ergiebt sich z. B. 

ü = j I , . ? + L-.* ( • ? r 2_v . ) 

4 10/ ^ 3 100 ^3 . 5 V 1 OO 7 ^ 3 . 5.7 V»007 ' 



7584 

' Toooüö 



1 ^ _L ^ ^ 11*^ V _L 

'' 3 100000 3 . 5 V l OOOOÖj ' 



) 



und hier braucht man nur wenig Reihenglieder, um eine bedeutende 
Genauigkeit zu erreichen. 

Die Gleichungen 17) und 18) gestatten eine ganz ähnliche Be- 
handlung, doch gelangt mau dabei zu keinen neuen Resultaten. 

§. (51. 

Die KxpoueiitUlreibe mit oomplexcr Viu-iAbnlcMi. 

Wie in §. 40 benutzen wir die Formel 



-f « = oo, 



um von der Binomialreihe zur Exponentialreihe zu gelangen; wir 
gehen dabei von den Gleichungen 8) und 9) des vorigen Paragra- 
phen aus und denken uns der Einfachheit wegen ft als ganz imd 
positiv. Ersetzt man in den ^genannteu Gleichungen ft durch m, 

I durch - , und theilt die m -f- i vorhandenen Glieder in zwei Grup- 



m 



pen von k und w 1 — i Gliedern , so kann man schreiben 

/ I * .1 f z sin S \ 

I 1 -I- 2 - cot 9 -I — - I cof I m arctan I 

V. >» »»*2 V m-f-zcosij 



1) 



1 

m 



= 1 — s CO* 9 - — x*co*29-|- 

i 1 • 2 



O-JX'ii).. 



1 . 2.3 



. . (X- - 1) 



1.2.3 






CO* 39 -f- .... 
- s*-' cos {k — 1 j ♦ ^ 



1.2.3 k 

k 

1 

X Jco* ki " I CO* (X- -f 1) 9 -f- , 
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Denken wir uns z beliebig gewählt, dann A i und k genom- 
men, so liegt der absolute Werth der zuletzt eingeklaiiunerten Reihe 
zwischen , 

. in inf. j 



+ ! ’ + 1 1 1 + Til + 



und 






wo den absoluten Werth von ^ bezeichnet; es ist daher, wenn 

unter p' ein nicht näher angebharer positiver oder negativer echter 
Bruch verstanden wird, 

2 ) K = 





•(’- v') 


1.2.3.. 


“■'-[* 



Durch ganz ähnliche Betrachtujigen erhält man aus No. 9) des vo- 
rigen Paragraphen 

/■ . I . . . ( ssiui \ 

6) I 1 -f- 2 — cos 9 -1 I sm I m arctan — , I 

\ ’ m ’ m^J V m-]-zcosiJ 

V wi 7 \ rnj^ 

^ tiA -i ^3 36 + . . . , 

5 * 

l)9-f ä", 



1 — 



= - j ilh 0 -I sttt 2 9-1- 

l ^1.2 ' 1.2.3 

■ ■ ■ ' I . 2 . 3 .... (A- — 1) 

und darin bestimmt sich der Rest durch die Formel 



4) 






K' = 






1.2.3. 



.-K' 



_i<p"<;-f-l. 

Betrachten wir k vorläufig als constant, m. dagegen als unend- 
lich wachsende Zahl, so nimmt auch der Ausdruck ^ 

m 

2 mz cos 9 -I- 

' 2 z cos 9 -| 

tn 

in's Unendliche zu und mag defshalb mit a bezeichnet werden, woraus 

2 — cos 9-1 = - 

rn ' mZ (0 . 

17* 
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fdgt; hiernach ist 



(■+«^-+är=(-+r=[o+aT 



=[(' +-!)’] 



s CO« 0 -}> 



2m 



und durch Übergang zur Grenze für gleichzeitig unendlich wachsende 
to und m 

5) Lim Ifl 4- 2 i ros « 4- j = e'«>* ». 

I\ ^ ( 

Zur Abkürzung sei ferner 

z sin 9 „ . z sin 9 

arctan — --^ = 9 mithin tan 9 = — , 

m z cos 9 OT -J- j cos 9 

dann convergirt b gegen die Null, wenn m unendlich wird, und 

man hat 

z sin i . 9 

m arctan — i = m9 — . m tan 9 

m z cos 9 tan 9 

cos 9 z sin 9 



sm 9 , z 

— 1 + — COJ ( 

^ ’ m 



,im 



Lim I m arctan 



z sin 9 



■^=zsin<t. 



folglich 

Mit Hülfe der Gleichungen ö) und 6) und unter Beachtung des Um- 
standes, dafs 

, . t , . 2 k—\ 

Lim — = Lim — = Lim = 0 

mm m 

ist, zieht man aus den Gleichungen l) bis 4) die neuen Resultate 

e* cos (z sin 9) = 1 -f- -s cos 9 -J — - — s* cos 29 -1- ... . 

' 1 ^1.2 ^ 

p'a* 



... -4 ; ^ S*~* COS (t 1)9-4- 

' 1 . 2 — 1) ^ ^ '1.2... 

I 

e* * sin (z sin 9) = cos 9 -|- z* sin . 

1 



M' 



. . . -f- * , ; r sin (k — 1)9-1- ^ ^ 

'l.2...(4-— 1) '■ ’ 'l.2...>t 






kyrz, 

Bringt mau die Reste auf die linke Seite und läfst k in’s Unend- 
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liehe wachsen, so gelang man zu den folgenden für jedes endliche 
: gültigen Formeln 

7) eos{zsini) ' 
z 

= 1 + - COJ 9 + — COJ 29 + ^ 3 9 4- . . 

8) e* * sin (z sin 9) 

Z 3* ü* 

= - sin 9 -I sin 2 9-1 «h 3 9 -4- 

1 ^1.2 .2.3 ^ 

Diese lassen sich wieder zu einer einzigen Gleichung zusammenzie- 
hen, nämlich 

e» * [cos (3 sin 9) -f i sin {z sin 9)] 

3 (cos i sin 9) , [- (cos 9 i sin 9)]* . 

— + - - H YTi 

oder, wenn 3 e<w 9 = x , z sin i = ij gesetzt wird, 

’ ^1^1.2^ 
und es liegt hierin der Satz, dafs die Exponentialreihe auch für be- 
liebige complexe Variabelc gilt. Man kann dieses Resultat auch di- 
rect erhalten , wenn man die Summe der Reihe mit / (.r -|- fy) be- 
zeichnet und die Natur der Function /’ mittelst des auf S. 173 an- 
gewendeten Verfahrens bestimmt 

In dem speciellen Falle 9= führen die Gleichungen 7) und 8) 
zu den schon bekannten Entwickelungen von cos z imd sin z. 

§. 62. 

Die LogArithmenrcUie mit complexer V'ariAbelcn. 

Um den Übergang von der Binomialreihe zur Logarithuienrähe 
auf ähnliche Weise wie in §. 41 bewerkstelligen zu können, setzen 
wir wie in §. 60 

, ^ 3 sin 9 

1) 0 ) = arctan — r 

' I -|- 3 eo3 9 

und geben den Gleichungen 8) und 9) folgende Formen 

(I -|- 2s coj 9 -|- 3*)4f* cos ftio — 1 

f* 

= iz cos 9 3» 2 9 -f ('* ) 3 9 -I- ..... . 

* ^1.2 ' 1.2 . ' 

' • • + rir ...(i-T) •* a - 1) 9 + ff , 



2 ) 
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3 ) 



(I -I“ 2; 6 -|- 5*)«^ . ^ Q> 



= I* «« 6 + »* - i 2« + .3 „V. 3 e 4- . 

^ '1.2 ^ 1 ,2.3 ' 



+ 






1.2 (A- — 1 ) 

Was zuerst die Reste R' und R" betrifft, so ist 
(f* — I) (/* — 2 ) ... (ft — i — i) r 
1.2.../t * L' 



(X _ 1 ) 9 4- /}■'. 



Ä = 



coskt — ^ ^icoi(X-|- 1)4 



+ -\x'4 IJ J 1 27 - (^- + *)»-••• ]; 

unter der Voraussetzung eines positiven echt gebrochenen n conver- 
girt die eingeklanmierte Reihe sowohl für <C i als auch für 
r* = 7 ' > wofern im letzteren Falle 9 kein Vielfaches von n aus- 
macht, mithin ist bei dieser Annahme die Summe jener Reihe eine 
endliche Gröfse, welche S" heifsen möge, also 

g _ (f* — !)(>< — 2) - • • (ft — A — 1 ) ^ 

1 >2*<<*A* 

Auf gleiche Weise findet man 

!(' = — 2) • • • (P —7 — 0 ,t_i g- 

1 . 2 ... X- . " ’ 

WO S' wieder die Summe einer convergirenden Reihe bedeutet. 

Wegen des nachherigen Überganges zur Grenze für verschwin- 
dende fi machen wir ferner auf der linken Seite der Gleichung 2) 
Gebrauch von der Formel co.f fim = 1 — 2 sin^ jftco und erhalten 
(1 2 3 cos 9 4 cos ftto — 1 



4 ) 



5 ) 



1 (14^ ®C0*9-45*)®^ — 1 

~2‘ Ift 

da und Jpoi gleichzeitig mit g gegen die Null convergiren, so 
gelangen wir zu dem Resultate 

( 172 s cos 973 “ )^“ cos gm — 1 

f* 

Ebenso findet sich für die linke Seite in No. 3) 

i-L + .® j cos 9 7 si n gw 

f* 



6) Lim 



— (1 72*co 347^*)^^ • — mJi« Agm; 



z= J /(I 72 s c«.<9 7 **)• 



7) Lim — 



z sin 9 

; m = arctan — , , 

1 -4 .3 cos 9 

und nunmehr bietet der Übergang zur Grenze für verschwindende g 
keine Schwierigkeit. Läfst mau vorläufig k ungeändert und nennt 
e und ff" die jedenfalls endlichen Grenzwerthe von S' und S", su 
ergeben sich aus No. 2) und 3) die Gleichungen 
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J /(I -|- 2 3 cos 9 -|- I®) = }s cos 9 — Js* cos 2 9 -|- cos 3 9 — 

+ (,— >)* ^ j **"' C03 (A- — 1) 9 -f-(— 1)*+' ^ s* , 

arctan — “ ^ - = }i sin 9 — As* sin 29-1- is^ sin Si — 

1 s cos 9 ‘ * ' ® 

•••• + (- D* , -*-* (^ - 0 9 + (- !)*+* J -*• 

Hieraus folgen wieder unendliche Reihen, wenn man die Reste auf 
die linke Seite schafft und nachher k in’s Unendliche wachsen läfst; 
es wird nämlich 

8) A Al "f" * 9 "i" ®*) — A® 9 — A** t!os 2 9 -|- A®* cos S9 — . . . . , 

9) arctan " = Ij sin 9 — 1** 29 -1- Ss* «>»3 9 — . . . ., 

— 1 1*S+1, 

wobei nur für den Fall :* = i zu beachten ist, dafs 9 kein Viel- 
faches von n sein darf. 

Die Specialisirung s = — cos 9 giebt 

10) — ^l{sin* 9) = { cos 9 cos 9 A c<“* 9 cos 2 9 A cos^ 9 cos 59 

11) — arctan {cot 9) =r j cos 9 sin 9 J cos* 9 sin 2 9 -|- A cos^ 9 sin 39 -|- 

Hier ist zu bemerken, dafs im Allgemeinen 1 /(si>>* 9) nicht durch 
/sin 9 ersetzt werden darf, weil überhaupt die Functionen A A**) 
und h nur für positive nicht aber für negative x identisch sind ; be- 
schränkt man dagegen 9 auf das Intervall 9 = o bis 9 = »r, so ist 
jene Substitution erlaubt. Ebenso kann arctan {cot im Allgemei- 
nen nicht =3 arctan [tan (An — 9)]==A’* — 9 gesetzt werden , denn 
die erste Function ist periodisch wie cot 9, während die zweite keine 
Periodicität besitzt. 

Für z = 1 erhält man aus den Gleichungen 8) und 9) 

12) /-2 -1- A l{cos* A9) 

= A 9 — A ® 9 A c®* 3 9 — J cos 4 9 

13) arctan {tan A9) 

= ] sin 9 — A 2 9 -|- A si>» 3 9 A ^ 9 , 

oder specieller, wenn 9 auf das Intervall — n bis -|- n beschränkt 
wird, 

14) /2 -|- / cos A9 

= A cos 9 — A cos 2 9 -|- A cos 3 9 — A ®®-’ 4 9 -j- . . . .., 

15) A9 — A 9 — A 2 9 -j- A 3 9 — } ^ 9 -J- . . . ., 

— n < 9 < -J- «. 

Im F'alle : = — 1 findet man Dasselbe, als wenn man n — 9 an die 
Stelle von 9 treten läfst, nämlich 
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/2 -|- / sin ^9 

= — cos 6 — ^ cos 26 — J cos 5 6 — -J cos 4 6 — , 

171 — 6) = I i»h 9 -j- ^ ii« 2 6 -f- ^ «h 3 6 

0 < 9 < 2n: ; 

diese Gleichungen lassen sich wieder mit den vorigen durch Addi- 
tioil oder Subtraction verbinden, wenn inan 6 auf das gemeinschaft- 
liche Gültigkeitsintervall 0 c 9 <c; « einschränkt. 

§. 63. 

Di« complexcn Product«. 

Durch vollständige Entwickelung eines Productes von der Form 

0 +“l-«^)(‘ 4- «3^) 

gelangt man immer zu einer Potenzenreihe 

1 -f C,x -f Cji« _j_ C3J.3 -f . . . . , 

deren Coefficienten einem bekannten combinatorischen Gesetze ge- 
horchen; es ist nämlich 

= “i + “3 + “.3 + “1 + 

Ci = «l«2 + «l“s + “l“4 + 

+ “l“3 + “i“i + 

+ ®3“4 + 

+ 

u. s. w. 

Demzufolge hat man z. B. 

(’ + 14*) (’ + 2*y (’ + 3^ 

= 1 + C\x -f + C,x> -f C^x* -f 

und für den ersten Coefiieienten 

d. i. nach Formel 19) in §. 48, wenn das Product in’s Unendliche 
fortgeht, 

c =. 

l. I ,4 . 

Auch die übrigen Coefficienten sind leiclit zu bestimmen ; setzt man 
nämlich in No. 1) .v = — r® und multiplicirt beiderseits mit i, so 
erhält man 

= + + 

und hier ist die linke Seite identisch mit sin z , folglich mufs die 
rechte Seite mit der Sinusreihe übereinstimmen, woraus sich die 
Werthe ergeben 
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1 

2 Ts’ 



* 1 .3. ..5’ 



r. = 



i 



1 .2. ..7 



etc. 



Die Gleichung 1) lautet hiernach 

+ 3*y (’ + 3*«*) • ■ • 



’ 1 .~^r5 iT2 77. 5 1 . 2 .777 ’ 

sie gilt ebensowohl für reelle als für complexe x, weil die Multipli- 
cation reeller und complexer Factoren nach einer und derselben Re- 
gel erfolgt. 

Ganz ähnliche Betrachtungen gelten in dem Falle, wo 
— - — * _ 4 

“l— ,*„2’ 32„*< "3— 

genommen wird; man erhält nämlich 



3) 



0 +Ä) 0 +Ä) 



1 -I- ^ _j * 1 5 

' 1 . 2 ^ 1 . 2 . .. 4 ^ 1 . 2 . 



. 6 



+ 



Für j: = p® gfhen die Gleichungen 2) und 3) in die folgenden über: 



('+ 




(’ + 2^ (' + 3^ 


(’ + Ä) 








e» — e-*’ 




('+ 


4»* \ 


(' + 3*y 0 + 5^0 








“ 2 ’ 





welche mit denen übereinstimmen, welche man aus 



4) sin z 

.5) " CO* z 



= 0 -iC.)(-Ä 7)0 



A=’i.. . 

für r = IC erhält In der That sind die vorstehenden Formeln nicht 
wesentlich von den Gleichungen 2) und 3) verschieden und sie gel- 
ten daher wie jene auch für complexe Variabele. 

Um nun die allgemeinere Substitution i = w -|- w auszuführen, 
geben wir der Gleichung 4) die Form 

l sin z ' ’ 

= '■ + + <^t-) + '('777 + 'C^7 

■ 
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und haben 

6) /.*»« (u -|- < b) 

j. + * + , '■) 

' V 2n inj ' V 2ji ‘ inj 

^ V 5» W . V 3ji ' SnJ 



Linker Hand ist 



+ 



t” -L e~*’ e® e~® 

sin (u II') = sin u, — 1- i cos u. -- - — 

mithin, wenn man die Logarithmen nimmt und die Formel 

7) Kl + in) = J + >J®) + '■ ^arctan | + 

auwendet, • 

8) /.«fl (tt -|- II') 

■ /«*” + e“’" ro* 2 iA , . ( /e' — «-® \ , , ) 

® V 4 i J^ \ Vr' + e-'’ ' ] 

Rechter Hand hat inan zuerst die Formel 7) für = «, ij = v an- 
zuwenden; ferner ergiebt sich für irgend ein ganzes positives n 









i-^ 




\ riJi 




nn) 


= y{ 


'nn — -f- vt-i 

, »»Jt* ~J ~~ 


■t 


arctan 






+ 






V WW 


nn) 


— 1 /( 


„* -|- 1-*\ , 




arctan 




. fl®«* J 


' f 



f kn', 

nn — « I 



nn-\- u ' ) 



und nach allen diesen Substitutionen wird aus No. (5) 

cos 2«'| 



1 cosiu\ . \ , ) 

- /I 1 I -I- I ! arctan I . co/ « I -I- »iJt ( 

2 V 4 i J^ \ Ve-’+e“' / ) 



— i "I" •’*) "f" i arctan 



I arctan 



in — u 

V 



+ 1 “,+^)- 
I 1 /*’* + “* + I ■ , 

-4-1/1 - - - - ,5 — I -|- I arctan , 

I I < ” 

-4- 1 /I „ I — ' arctan 

' ^ V 2*n* J in~u 

-f ..... . 



r arctan 



in tt 
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Darin bedeutet m eine ganze Zahl, welche aus der Zusammenfas- 
sung der verschiedenen k entsteht Sie ist leicht durch die Bemer- 
kung zu bestimmen , dafs man für r = 0 auf die Gleichung 4) zu- 
rückkommen mufs ; diefs giebt m — 0 . Vergleicht man schliefslich 
die reellen und imaginären Theile, so gelangt man zu folgenden Re- 
sultaten : ' 

e*” cos 2« 

® I ..0\ ^ k I ..2 



9) 






( 



10 ) 



nrclan 



2n —~i* -f- I'* 
— c— " 



2« -J- K* ^ r'‘ 

2»n2 



=a rclaii arctan 

u 



— arctan 



)(■ 

fe" — c-» \ 

-f e-» ) 

p , t> 

1- arctan - , - 

t n — tt ' 1 » « 

V I 

1- arctan , — 

2ji — u ' 2« -J- u 






Eine ganz ähnliche Transformation kann mit der Gleichung 5) 
oder mit der, nicht wesentlich von ihr verschiedenen 

l cos z 

= ~ ?») + + 2 j {' - 3 + + 

vorgenommen werden, indem man r = « -|- ir setzt und scldiefslich 
die reellen und imaginären Theile vergleicht; bei der Leichtigkeit 
der Rechnung wird die Angabe der Endresultate genügen, nämlich 
r*» 4- c-**’ cos lu 
4 ' 2 



11 ) 



2«* -f- 4i-*\ pjt -|- 2«* -f 4e* 



_ /iJt — 2«* -f- 






-) 









3« — 2« -|- 4»®^ pJt 2« 4 4i'* 



3*»* 






12) 



/e* — e-r \ 
irctan I — . — tan u I 

Ve“ + e-" J 



= arctan — 



2« 



in — 2 « 



2p , 2p 

■ arctan — . arctan 

1 7t -f- 2u ' 37t — 2« 

27’ 



— arctan . L . . . 

3ti -f 27/ ' 

Noch wollen wir bemerken, dafs der specieUc Fall r = n nicht 
ohne Interesse ist. Zwei aufeinander folgende Factoren in No. 9) 
sind nämlich 
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/»Jt — K* I'®\ /»JI -f- «* -|- n*\ 

V n’re* n*n* J 

nnd geben för r = v 

f n*B* -{- 2a* — 2« «®n* -f- 2a* 2» Ba\ 

V Jv »*)i^ ) 

(n*B* -j- 2a*)® — {2n _ , 2*a'* 

n*n* * ' a‘»f* ’ 

mithin wird aus No. 9) 

) 4 2~ 





2*a< \ / , 2*«*'V 

JV • 3*"*j 



Die Formel 11) liefert bei gleicher Behandlung 

e*“ -f- e“*“ I tns 2a 
4 ' ^ 



14) 



=('+ k ::)0+ k ::)(«+:: s ) 



Durch weitere Specialisirungen (z. B. a = a = \n u. dergl.) er- 
hält man hieraus noch einige bemerkenswerthe Resultate, welche für 
die Exponentialgröfse ungefähr dasselbe sind wie bei den goniorae- 
trischen Functionen das unendliche Product für die Ludolph’sche Zahl. 



G a p i t e 1 XTI. 

Die Kettenbrüche. 



§. 64. 

Ei$;feT]8chaften der Nülicrun^Abrüche. 



Ein Kettenbruch entsteht, wenn man mehrere beliebige Brüche 
so miteinander in Verbindung bringt, dafs jeder folgende einen Bc- 
standtheil von dem Nenner des vorhergehenden Bruches ausmacht, 
wie in den folgenden Ausdrücken; 

2 2 2 



I 3’ 
^+4 



^ + 



4 — 



4 — 



'+!■ 



Das allgemeine Schema eines Kettenbruches ist hiernach 



V 
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• ** 

<«.+“— T 



"s + 






"4 + ••• 

wobei flj, a,, 6,, 4^, 4j, . . . positive oder negative, ganze 

oder selbst gebrochene Gröfseu bedeuten können. Die einzelnen 
Brüche 



Ä, 



welche in dem Kettenbruche vorzukommen scheinen, nennt man die 
Glieder desselben und den Kettenbruch selbst einen ein-, zwei-, 
. . . n gliedrigeu , je nachdem derselbe aus ein,, zwei , . . . « Gliedern 
besteht 

Bricht man den ngliedrigen Ketteubruch 
b, •> 



I 

«I +- 






"s + • . I ^ 

’ ~ o. 



der Reihe nach bei dem ersten, zweiten, dritten, 
ab, so entstehen die Brüche: 

A, A, A, . 



nten Nenner 



"1 +! 



«.+ 



+‘-> 

■3 



tt «I 



welche Näherungsbrüche heifsen, weil sie sich in manchen Fäl- 
len dem Werthe des ganzen Kettenbruches successive nähern. Der 
erste Näherungsbruch ist nichts Anderes als das erste Glied des 
Kettenbruches, und der letzte («te) Näherungsbruch ist der ganze 
Kettenbruch selbst Durch Reduction erhalten die Näherungsbrüche 
folgende Formen 

bj «tbi 

a. 



‘I “ 2 “!+**’ «5 + * 2 ) + *3®t ’ 

«4 (°3«2*1 + *3*1 ) + *4«2*1 



“4 [«3 + *2) + *3«lJ + *4 («3«1 + *2)’ 



und vrenn man diese Brüche der Reihe nach mit 



ILl Pi 

•li' *lt' 



, be- 



zeichnet, so ist 

Pi — “iPt-^^iPl P* — ®4^S HM4/»2 
?3 «3?2+*3yi’ 9i »4y3+^?s’ 
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Hiernach scheint für jedes ganze positive v 

1 ) = ""^5 - L 

•In 

zu sein und el)enso 

^*+j ^«+1 Pn “I“ ^*+1 Pi^~± 

•In+l ••n+i •Im "4~ ^*+1 l 

Nun gellt der niichstfolgeude Näherungshruch aus dem vorher- 

*/ h+i 

1) h 

henden dadurch hervor, dafs man in die.sem a„ -1- für «, 

'/, "«+. 

setzt; denn es ist 

V» „ _L 

b. 






•’t + . 

«3 + 



+ 



"l + 



''s “r 



■ + 






( 




1 Pn~ 1 “I" P%- 1 






1 y*i — ) "1“ 



Lassen wir dem entsprechend in 1) «„ -f- die Stelle veu o, 

treten, so erhalten wir ' 



7.+ 



d. i. nach Multiplication mit im Zähler und Nenner 

Pn±^ ^n+i ^ n Pn— n 

?«+, (®n+. «» + ^«+■1 ) Vn— I ®»+l ^n 7 n — 

oder 

Pn*l _ ("« Pn-, + /'«-J + 

7,+, «.+ , («» 7.-I + 7.-,) + *«+, 7—1 

und wenn man gemäfs der Gleichung 1) 

••n Pm—i ^n Pn^i Pn » ••n 7« — i “t“ 7» -a 7« 

setzt 

/^ii+i ••n+^ Pn “f"_^n+i Pn~t 
7»+l ^^«+1 7n "f" ^n+i 7n— I 

Diefs ist die Gleichung 2) ; das hypothetisch angenommene Bildungs- 
gesetz der Näherungsbrüche gilt also für den (« -f ijsten Nähe- 
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rungsbruch, wenn es für den »ten richtig war; es gilt mithin allge- 
mein, weil es bei dem dritten zutrilTt Für die successive Berechnung 
der XaherungsbrUche , deren letzter den Totalwerth des ganzen 
Kettenbruches giebt, hat mau daher nicht nöthig, alle die eiuzelnau 
Brüche 



"i +, 



«. -f -» - 

fl- -h ’ 



etc. 



auf gewöhnliche Weise einzurichten, sondern man berechnet nur die 
beiden ersten 

*1- _ - 

fl, fls**! "t" 

und leitet aus diesen nach Formel 1) alle übrigen ab. 

Bemerkenswerth sind noch die Ausdrücke für die Differenz zweier 
auf einander folgenden Näherungsbrüche. Man hat nämlich 

+ *«+' _ ?,• 

Vii+i 9n *^«+i y« “I“ ^B+1 y»— I y« 

— ^«■*■1 — 1 9n~ I 



T«+l Yn 



ferner 



folglich 



Vn 



. Pj-r-S — l'jf > —Pn-, y« 
y«— I 



PnVn~, —Pn-,9n = ~ ) 

Vi« Y«_iy 

und durch Substitution dieses Ausdruckes in die vorhergehende 
Rechnung 



Pn* 

9n+ 



1 __ Pn ^ii >t y » — I fP* 

I y« y«+i Vy« y» — 



Nennen wir die Differenz links, so ist die auf der rechten Seite 

in Parenthesen stehende mithin hängt die nte Differenz 

so von der vorhergehenden ab, dafs 



3) 



y.+i 



ist Hiernach kann man alle Differenzen berechnen, weil man die 
erste kennt, nämlich 

^ *> = _ 

* a,fl, + iä fl, ?1?/ 



4) 
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Unter der Voraussetzung, dafs die Gröfsen a,, Oj, Oj, . . ., bj, 

6 ,, . . . sämmtlich positiv sind, lassen sich hieraus noch mancherlei 
Folgerungen ziehen. Dann ist nämlich negativ, positiv, ne- 
gativ, positiv u. s. f., oder wenn man das Negative und Positive 
durch C 0 und 0 unterscheidet. 



y» 7i 9s 9, 



-■ — — < 0 , 

9a 9z 



> 0 , 

9z Pa 



woraus folgt 



u. 


s. f. 


fLy ^ 


Pi ^ Pz 
1 > 


w 


9i 9s 




Pa ^Pz 


9s 9 a 


9 a 9 z 


u. 


S. f. 



Es ist aber auch, abgesehen von den Vorzeichen, jede £)ifferenz klei- 
ner als die vorhergehende. Denn in der Gleichung 3) hat man 



b. 



•1 9n—i 



^«+1 9 % — I 



<1 



9nA-i ^«+1 9n "I“ ^«+1 9%—i 
folglich, weil alle die Gröfsen a und b, mithin auch alle p und 9 po- 
sitiv sind, 

Vfi+i 

und alsu 

wenn man blofs die numerischen Werthe berücksichtigt. Wir haben 

also z. B. den numerischen Werth von ^ als den von 

7» 7i 

, oder, weil die erste Differenz an sich negativ, folglich ihr 

Vs Vs 

numerischer Werth das Entgegengesetzte ist, 





Pj. 


—P^P^ 


— Pj 




9i 


9i 9s 


9i 


woraus 




P-K-^P-J 








9 a 9s 




folgt Ebenso würde 


aus 








Pj. 


— Pa -^Pa< 


— Pa 




9s 


9a 9z 


9a 


folgen 
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u. s. f. 

7s ?5 

Die Näherungsbrttche ungerader Ordnung nehmen also 
beständig ab. 

Der numerische Werth von ist ferner kleiner als der von 
oder, weil an sich negativ ist, 

7a 7a 7s 7» 

woraus folgt 

Pl^pi 

' 

72 7 « 

Ebenso würde man 

• Pj ^Pa u. s. f. 

74 76 

finden, d. h. die Näherungsbrüche gerader Ordnung wach- 
sen fortwährend. 

Wir haben hier für Kettenbrüche, deren sämmtliche Zähler und 
Nenner positiv sind, die wesentliche Eigenschaft kennen gelernt, dafs 
die Näherungsbrüchc ungerader Ordnung eine fallende, die gerader 
Ordmmg eine steigende Reihe bilden, während die Differenzen der 
benachbarten Näherungsbrüche ihren absoluten Werthen nach immer 
abnehmen. Da nun der letzte Näherungsbruch der Werth des gan- 
zen Kettenbruches ist, so mufs folglich eine Annäherung an den 
Werth des ganzen Kettcnhruches statt finden. Man kann sich die- 
ses Verhältnifs leicht durch eine Zeichnung veranschaulichen. Man 
trage nämlich auf einer geraden Linie XP in gleichen Entfernungen 
von einander die Punkte P^, P^, ... auf, errichte in diesen die 
Senkrechten PjQi, P^Q-i, P3Q3 , unJ nehme nach irgendeinem 

Maafsstabe P^Q, , P^Q^ = u. s. f. Endlich 

7l '/2 Vs 

mache man PQ dem Gesammtwerthe des Kettenbruches gleich und 
ziehe durch Q eine Parallele QT zu PS. Verbindet man jetzt die 
Punkte Qj, Q3, Q 5 , ... und ebenso Q^, Q,,, . . . durch eine 

zusammenhängende krumme Linie, so erhält man zwei Curven, deren 
erstere vom Punkte f<>, nach der Geraden QT zu herabgeht, wäh- 
rend die zweite vom Punkte Q^ aus nach jener Geraden hinaufsteigt 
und zugleich die Differenzen zwisclien je zwei aufeinanderfolgenden 

Senki'echten beständig abuehmen. Der letzte Näherungsbruch eines 

V« 

w-gliedrigen Kettenbruches ist dann der Gesammtwerth PQ des gan- 
zen Kettenbruches. 

Sehlömilch algcbr. Aaalyfiit dritte .^o0. ^ 
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Bei weitem weniger einfach gestalten sich die Eigenschaften der 
Näherungsbrüche in den Fällen, wo einige oder alle Glieder eines 
Kettenbruches negativ sind. Nur in einem einzigen Falle läfst sjch 
hier eine bemerkeuswcrthe Eigenschaft der Näherungsbrüche ange- 
ben, wenn nämlich alle Glieder des Kettenbruches mit Ausnahme des 
ersten negativ und zugleich ganzzahlige echte Bi-üche sind. Unter 
der gemachten Voraussetzung hat der Kettenbruch die Form 



Ä, 




worin a ^ , «j, o,, ... h^, . . . ganze Zahlen sind, welche die 

Eigenschaften 

^ ^ ^ «3 65 , . . . 

haben. Hier ist nun 




denn in dem zweiten Näherungsbruche ist der Nenner vermindert, 
folglich der Quotient gröfscr. Man kann bemerken, dafs derselbe 
immer noch ein echter Bruch ist, weil im Nenner «, wenigstens um 
eine Einheit gröfser als b^ sein mufs, aber die Venninderung keine 

volle Einheit beträgt, indem ^ ‘ t ist. Ferner hat man 




Denn cs wird rechts der Nenner um einen gröfseren Bruch ver- 
mindert als links, weil 




Weise fortfahren zu schliefsen, und findet so das Resultat, dafs je- 
der Näherungsbruch kleiner als der nächstfolgende ist, dafs mithin 
die Näherungsbruche eine steigende Reihe bilden. Die ganze Schlufs- 
weise würde aber nicht passen, wenn nicht alle einzelnen Glieder 
des Kettenbi-uches echte Brüche wären, weil dann einer der Nenner 
in den Näherungsbrüchen negativ werden könnte, wie z. B. in dem» 
Kettenbruche 
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1 

,r_> — 

9 

1 

3 1 

6’ 

WO schon der zweite Xäherungsbrucli negativ wird. 

Es ist übrigens sehr leicht, einen gegebenen Bruch in einen Ket- 
teubruch von vorge^chriebener Form zu verwandeln. Will man z. B. 
289 

den Bruch .rv in einen Kettenbruch von der Form 

ibl , 



+ 



"+r+.. 

auflösen, so hat man folgende von selbst verständliche Rechnung vor- 
zunehmen : 



289 
761 ■ 



1 

7’bJ 

289 






183’ 

289 



185 _ 


3 . 185 


3 


1 




289 ~ 


~867” “ 


867 ~ 
rS3' 


4+^^’ 
‘ 183 




135 


5 . 135 


5 


3 




f83 


915 ' ~ 


9T5 

135 


6 + 

' 135 




105 _ 


7 . 105 


7 _ 


7 


7 


135 


^9^ ~ 


9^ ~ 
105 


' 105 


8-1-1 



Weiter kann man hier nicht gehen, weil der letzte Rest kein Bruch, 
sondern die Einheit ist. Substituirt man jede Gleichung in die vor- 
hergehende, so erhält man 
289 I 

3 

~ 5 



761 



2 + 



4-f 



8-f- r 

also den Bruch in der vorgeschriebenen Form, so weit diefs über- 
haupt möglich ist. Um denselben Bruch in einen Kettenbruch von 
der Fonn 

1 »* 
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7 + ^ 

«+n+:: 

zu verwandeln, bedarf es folgender Rechnung: 



289 __ 


2 . 289_ 


2 


_ 2 


^1 ~ 


”162T^ 


1522 

2HSr 


5 ^ 

• 289 


77 _ 


4 . 77 _ 


4 


4 


289 ~ 


1166~~ 


1 156 

IT 


^ 77 


617 _ 


6 . 617 _ 


6 


_ 6 


77 ~ 




462 


I smI’ 

«T7- 






617 



Will man keine negativen Glieder, so mufs man hier abbrechen und 
erhält durch Substitution jeder Gleichung in die vorhergehende: 

289 2 



7öt 



ä + 



7 + 



6 



9 — 



5091 

eir' 



wobei die verlangte Form so weit beobachtet ist, als es geschehen 
kann. Diefs Beispiel zeigt zugleich, dafs man den nämlichen Bruch 
in unendlich viele Kettenbrüche verwandeln könne. 

Es läfst sich recht gut denken, dafs Rechnungen der Art existi- 
ren können, bei denen man in’s Unendliche fortgehen darf, ohne auf 
negative Glieder zu stofsen, d. h. mit anderen Worten, dafs es un- 
endliche Kettenbrüche geben kann, deren successive Näherungsbrüche 
sich einem bestimmten endlichen Werthe als Grenze beständig nä- 
hern. Wir wollen diesen wichtigen Gegenstand einer genaueren Be- 
trachtung unterwerfen. 

§. 65. 

Die uneodlicbeu KettenbrUche , ihre Convergens ood Divergenz. 

L Wir untersuchen zunächst diejenigen Kettenbrüche, deren 
Glieder sämmtlich positiv sind, so dafs also in dem Ausdrucke 



a, -f 



+ 



J, -f . . . /» //»/. 

die Gröfsen n, ä, , , ... als positiv betrachtet werden. 
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Durch ganz dieselben Betrachtungen wie im vorigen Paragraphen 
überzeugt man sich leicht von der Wahrheit der folgenden Sätze: 

1) Jeder Näherungsbruch ungerader Ordnung ist grö- 
fser und jeder Näherungsbruch gerader Ordnung 
kleiner, als alle folgenden Näherungsbrüclie. 

2) Die Näherungsbrüche ungerader Ordnung werden 
immer kleiner, die gerader Ordnung immer gröfser. 

Es folgt hieraus noch 

3) Kein Näherungsbruch ungerader Ordnung kann so 
klein sein als einer gerader Ordnung, und kein Nä- 
herungsbruch gerader Ordnung so grofs als irgend 
einer ungerader Ordnung. 

Da nun die Näbcningsbrüche ungerader Ordnung immer abneh- 
men, ohne so klein zu werden, als inan will, und ebenso die Nähe- 
rungsbrüche gerader Ordnung immer wachsen, ohne beliebig grofs 
werden zu können, so ist heim unendlichen Fortgehen kein anderer 
Fall möglich, als dafs sowohl die Näherungsbrüche ungerader als 
gerader Ordnung , jede für sich einer gewissen Grenze zueilen, ohne 
sie erreichen zu können. Es sind also für 



7?o 

h und k gewifs zwei endliche bestimmte Gröfsen. Dabei können nur 
zwei Fälle Vorkommen: entweder sind A und k verschieden, oder sie 
sind identisch. Mit einem Kettenbruehe der ersten Art wäre nicht viel 
anzufangen ; man könnte nicht sagen , derselbe sei dieser oder jener 
Gröfse gleich, sondern blofs, er sei eine symbolische Darstellung von 
zwei Gröfsen zugleich, von denen die eine der Grenzwerth der Nä- 
herungsbrüche ungerader, die andere der Grenzwerth der Näherungs- 
brUche gerader Ordnung ist. Kettenbrüche dieser Art können diver- 
genten Reihen verglichen werden, mit denen man auch nicht rech- 
nen kann, und^sie mögen defshalb entsprechend divergente Ket- 
tenbrüche heifsen. 

Sind dagegen die beiden Grenzen h und k identisch, so nähern 
sich die Näherungsbrüche des Kettcnbniches von beiden’ Seiten her 
dieser gemeinschaftlichen Zahl, welcher sie so nahe kommen können, 
als man es verlangt, und die wir den Grenzwerth des Kettenbruches 
nennen wollen. Es ist dann für unbegrenzt wachsende n 



b, 

k = l.im -j- 



I *3 
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wofita- wir kürzer schreiben 



Die Kettenbrüche. 



i = 



«i + — 



+: 



Kettenbrüche dieser Art mögen convergente Kettenbrüche hei- 
tscii, weil sie mit den convergenten Reiben die Eigenschaft gemein 
haben, dals man sich melir und melir einer fest bestimmten Grenze 
nähert, je mehr Glieder man zusammennimrat. 

Es entsteht nun die Frage, woran man die Convergenz oder Di- 
vergenz eines unendlichen Kettenbniches erkennen will, welcher, wie 
hier immer vorausgesetzt wird, nur aus positiven Gliedern besteht 
Auf diese Frage, welche für die Theorie der Kettenbrüche von 
ebenso grofser Wichtigkeit ist, wie die analoge Frage für die Theo- 
rie der Reihen, kann man im Allgemeinen sehr leicht antworten, 
wiewohl die specielle Anwendung der Antwort nicht ohne Schwierig- 
keiten ist. Retraeliten wir nändich die Differenzen je zweier aufein- 
ander folgenden_Näherungsbrüche , so ist 

j — ' 

Durch Übergang zur Grenze für unendlich wachsende n wird 

AiVh ^ = Lim — Lim --'"-1 

d. i. wenn wir uns an die Bedeutung von h und k erinnern, 
ki'» ,=>> — !>. 

Für einen convergenten Kettenbruch ist k = h, folglich 



dagegen bei einem divergenten Kettenbruche k von h verschieden, 
mithin 

Lim = einer endlichen Gröfse. 

Ebenso mufs auch umgekehrt, wenn Lim = 0 ist, k = h, und 
wenn Lim von Null verschieden ist, auch k von /> verschieden 

sein. Wir können also sagen: ein Kettenbruch convergirt ganz si- 
cher, wenn die Differenzen je zwei benachbarter Näherungsbrüche 
sich unbegrenzt der Null nähern, und er divergirt gewifs, wenn diese 
Bedingung nicht statt findet. 

Nun ist überhaupt nach Formel 3) §. H4 

7 B+l 

und hieraus findet Juan der Reihe nach 
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•^s — 










?4 9 s 9 t 

«'s ’ ?3 ' ?4 

u. s. f. 




überhaupt 

J-j // = ( I )*“' — ^ 6 ?» _ ^<1*1 Vn— I ^ 

" ^ 9n ' 9t ' 9i "' 9«*, '■ 

Man bemerkt leicht, dafs hier durch ein Product von lauter ech- 
ten Brüchen dargestellt wird; denn die einzelnen Brüche sind von 
der Form 



^m+i 9m~_i _ ^*"+L7“rr'_ 

y»+i ^^m+l 9 m "I" ^OM- I 9 m— I 

und hier sieht mau gleich, dafs der Nenner gröfser als der Zähler 
ist, weil alle n und /», folglich auch alle 7, positiv sind. Da es uns 
blofs auf absolute Werthi; ankommt, so ist 



Lim 




^t 9 i * 5 ?s • r 

Jls . J>iä ,,, in inf. 

9 t 75 



Ein unendliches Product von echten Brüchen kann aber ebenso- 
wohl eine endliche bestimmte Gröfse, als die Null zur Grenze haben. 
Der erste Fall tritt leicht dann ein, wenn die einzelnen Factoren 
durch Zunahme sich mehr und mehr der Einheit nähern; wir müs- 
sen ihn daher zu vermeiden suchen. Sind aber alle Factoren klei- 
ner als ein gewisser, selbst echter Bruch ^ (wo v t ist), so hat 



man nach 1) 




folglich, weil 




= 0 ist, um so mehr 



Lim z/, — : 0 . 

Es convergirt also der in Rede stehende Kettenbruch ganz gewifs, 
wenn alle die einzelnen Factoreu 



l>.9i Kl. Ku . . . ,„y. 

9 i 9 t 7.5 

kleiner als die Einheit sind und es bleiben, so weit man auch in 
der Reihe selbst fortgehcu mag. Wir können diese Bedingungen ein- 
fach durch die Ungleichung 
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Lim 



y.+. 



-CI 



ausdrücken. 

' Es ist aber 



^*4.1 y» 
Vn+i 



p 9n -I 



®«+i 9n "h ^«+1 9»— 1 
1 



"»+1 9n 
^«+1 9 n — I 



+ • 



Soll nun der Grenzwerth dieses Ausdruckes unter der Einheit blei- 
ben, so muls 

®l.4.| 9» 



Lim 



®B+C 9« 



>0 



sein. Man hat weiter 
9b 

*«+. 9b- 

( 

Ist nun schon 



°.4. <".94-. + *b9.-J 
*»+i9b-, 

• **"■*■’ I °B4-' ^B 9b -B 
^B+l ^B+l 9 b — 1 



^>0, 



SO ist offenbar die Bedingung 



Lim > 0 

®ll+l y«— I 

um so mehr erfüllt, weil und positive Grö- 

fsen sind , also Lim nicht negativ werden kann. Wir 

y.-. 

können daher sagen: 

Der Kettenbruch 

?L. 

I 

worin alle « und 6 positiv sind, convergirt sicher, 
wenn 



2 ) 



3) Lim > O 

"n+1 

ist bei unbegrenzt wachsenden w. Findet aberdiese 
Bedingung nicht statt, so läfst sich nicht entschei- 
den, ob der Kettenbruch convergirt oder divergirt. 
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So wird man z. B. unter Anwendung dieser Begel finden, dafs 
von den Kettenbrüchen 

1 ^ 



3 + 



^+7 






1 s 



2 + 



2 + 



2 + . 



der erste sicher convergirt, während man diefs von dem zweiten nicht 
behaupten kann. 

II. Auch bei denjenigen Kettenbrüchen, in welchen alle Glie- 
der, mit Ausnahme der ersten, negativ sind, können Fälle der Con- 
vergenz oder Divergenz Vorkommen. Einen convergenten Kettenbruch 
nennen wir hier wieder denjenigfeii, dessen Näherungsbrüche sich 
einer einzigen bestimmten Grofse als Grenze fortwährend nähern, 
divergent jeden , welcher diese Eigenschaft nicht besitzt. Im Allge- 
meinen ist die Convergenz bei Kettenbrüchen mit negativen Gliedern 
sehr schwer zu entscheiden und läfst sich mit Sicherheit nur dann 
nachweiseu, wenn in dem unendlichen Kettenbruche 

4) 



alle einzelnen Glieder 






_» A 
II Ol 



‘1 "i “3 

echte Brüche sind, welche ganze positive Zahlen zu Zählern und 
Nennern haben. 

Zuerst bemerkt man leicht, dafs alle Näherungsbrüche positive 
echte Brüche sind. Denn da alle o und l> ganze Zahlen, — , — , ... 

M j « j 

echte Brüche sind, so mufs «, von wenigstens um eine Einheit 
differiren. Es wird aber in dem zweiten Näherungsbruche • 

b, 

"■ A 

fl, ^ 

fl, 

von fl , keine volle Einheit, sondern nur ein Bruchtheil derselben ab- 
gezogen, folglich ist noch immer 

«1 — r 
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mithin der zweite Näherungsbruch ein positiver echter Bruch. — In 

Va 




ist nun ferner aus ganz denselben Gründen 




ein positiver echter Bruch; wird derselbe von a, abgezogen, welches 
wenigstens uni eine Einheit gröfser ist als ist, so bleibt 



«1 




> b 



1 ) 



woraus folgt, dafs auch ein positiver echter Bruch ist — Aus 
den nämlichen Gründen mufs die ähnlich gebildete Gröfse 




ein echter Bruch sein, woraus folgt, dafs 




ein positiver echter Bruch ist. Man Übersicht auf der Stelle, dafs die 
Fortsetzung dieser Schlufsreihe ins Unendliche möglich ist und dafs 
sie zeigt , wie alle Näherungsbrüchc echte und positive Brüche sind. 

Ferner läfst sich nun zeigen, dafs die NäherungsbiUche bestän- 
dig wachsen. Man kann diefs auf ähnliche Weise wie im vorigen 
Paragraphen thun, gelangt aber auch auf folgende Weise dazu. Da 
schon gezeigt worden ist, dafs 



Pi Pi Pj Pa 
U ’ 1i' <u' U' 

sämmtlich positiv sind, so folgt leicht, dafs auch 



Vi, Va, ■ ■ ■ 

positiv sein müssen. Da ferner />, positiv ist, aber b^, i»,, b^ , . . . 
negativ sind, so hat man aus den F'ormcln 3) und 4) in §. 64 
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= 



I ?it— 1 



?»+. 



?i9s 

Hieraus findet man für h = 2 , 3 u. s. f. 



— ’’a 


_ Pi. Mä 


>>j9i 


9i 


9i 9x9i ' 


93 


— Pa 


— P^— 




9x 


9i ^9x9i 


9s 




u. s. f. 





?4 ’ 



Es sind also alle Differenzen positiv und daraus folgt 
/'■ 

Vx 9i '/3 9 a" ‘ 

d. li. die Näherungsbrüche wachsen beständig. Gleichwohl können 
sie nicht ins Unendliche zunchincn, weil sie nach dein Vorigen im- 
mer echte I’rüche hjeiben; es müssen sich folglich die successiven 
Xäherungsbrüche durch beständige Zunahme einer gewissen festen 
Grenze nähern, welche höchstens die Einheit sein kann. Man 
hat daher den Satz: 

Der unendliche Kettenbrucli * 





convergirt immer, wenn seine einzelnen Glieder 
■ •’j •’a 

(/,’ flj’ 

echte Drüche sind, deren Zähler und Neuner aus 
ganzen positivijn Zahlen bestehen. 

Es giebt in der That einen, aber auch nur einen Fall, in wel- 
chem dei' Kettenbruch 

<>x 

- -ät ■ 



echte Brüche sind , die Einheit zur Grenze 



h, I), h, 

wenn -i 

"l «J "s 

hat, wenn nämlich jeder der einzelner Nenner um eine Einheit grö- 
fser als sein Zähler, der Kettenbruch also von der Form 
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5) 



A, -|- 1 



+ 1 - 



*3 + < ••• 



ist, worin sonst 6 ,, 63 , 



ganz beliebig bleiben. Da dieser Fall 
von Interesse ist, so wollen wir ihn etwas näher ansehen. 

Zur successiven Berechnung der Xaherungsbrüche hat man hier 
die Formeln 



/^■+l — (^n+i “I“ ^ 1 ^»+1 Pn—1 1 

^n+i ““ (^n+i "I“ 0 Vii ^«+1 y« — I » 

aus welchen man leicht erhält 



Pn+i Pm — \)^m 4 -l^ 

*^) 9 n+t 9 n (y»i 9 n- i) ^ii+i » 

ferner 



folglich 



Pa — .Ja ... Pj — * 1 * » + *1 

7l *! + •’ Vj ^1*3+*! + *’ 



Pl =*1. 



und nun fol^ aus No. 6 ) für «= 2 , 3, 4, u. s. f. 

Pi— Pi =(Pi—Pl)l>i=<>JJs, 
Pt— Pi =(Ps Pi^‘>t=‘>ibtbJtt 



Pn—Pn , = = *1*1*3 ^- *n- 

Addirt man alle diese Gleichungen nebst den zwei vorhergehenden, 
so ergiebt sich sogleich: 

8) /'„ = *1 + *1*1! -|- *1 * 1*3 *1*4*3 • • • *«• 

Ebenso hat man 

=*i + 

V4— yi=*i*i. 

und nach No. 71 für « = 2 , 3, 4, ... . 

'h—Vi -•‘/l — '/l)*3 = *l*l*S- 
Vt—'/i ~('/3 — y,)*! =*,*.3*s*i, 



folglich 

folglich 

9) 



Vn Vb - 1 


*1*2*3 ■••*». 


durch Addition dieser und der vorhergehenden Gleichungen 


Vn — • + *1 "f“ * 1*2 + * 1 * 2*3 + • 


. . -|- *,* 4*3 ...*,. 


der «te Nälierungsbrucb 




Pn *1 + *1*2 + *1*4*3 +■ • 


• + *i* 2 ”*» 


y» '+ *1 + *1*2 + *1*2*3 H" 


... + *i*...*«‘ 
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Läfst man hier » ins Unendliche wachsen, so wird offenbar grö- 
fser als jede angebbare Zahl, weil es einer aus n Gliedern bestehen- 
den Reihe gleich ist, von denen jedes eine positive ganze Zahl sein 
mufs. Bemerkt man aber, dafs (/„ = i , also 
Pn_ Pn _ J_ 

V« J"» + > 



• + 



p,. 



ist, so erhält man für unbegrenzt wachsende n 



Lim — = 1 , 



mithin auch 






*1 + 1 — 



+ ' — 



*S + • — • • 



wodurch der Werth des Ketteubruches gefunden ist. 

Nimmt man z. B. für b^, /ij, ... die natürlichen, die unge- 
raden und geraden Zahlen, so hat man 






2 — 



2 — 



3 — 



4 — ... 
2 

4 



4 — 



6 — . 



3 — 

D 

T~—T7. 

und man würde auch die Näherungsbrüche dieser Kettenbrüche nach 
Formel 9) sehr leicht berechnen können. 

Man überzeugt sich nun leicht, dafs der Werth eines Ketten- 
bruches nicht mehr die Einheit sein kann, wenn auch nur ein einzi- 
ger Nenner seinen Zähler um mehr als eine Einheit übersteigt. Ist 
z. B. der Kettenbruch 
b. 



10 ) 



*1 + 1 



b, + 1 



_ *1 
^ *4 + 1 • • • 

gegeben, worin a, den Zähler um mehr als eine Einheit übertref- 
feir soll, so gelten folgende Schlüsse. Der Kettenbruch 



b^ I 
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hat die Einheit zuni Greiizwerthe, weil in ilini alle Nenner die zuge- 
hörigen Zähler uin eine Einheit (ibersteigen. Der unendliche Ket- 
tenbmcli in DJ) ist also gleich dem folgenden endlichen: 



11) 



A. -I- I - 



* 2+1 




t ^ 

Hier ist nun ^ ein echter lirucli. Denn da !>.j und o, ganze 

Zalilen bedeuten und die Zalil /)., der Voraussetzung nach um mehr 
als eine Einheit übertrefleiu soll , so mul's </, wenigstens =h^ -j- 2. 
also «3 — 1 wenigstens = Aj i sein, woraus folgt 



«3 1 



< I. 



Der Ketteubruch 11) gehört also unter diejenigen, deren einzelne 
Glieder echte Brüche sind, welclie ganze Zahlen zu Zählern und 
Nenueni haben. Sein Werth, d. h, der des unendlichen Ketteubru- 
ches 10), ist demnach ein echter Bruch, also von der Einheit ver- 
schiedeu. Ganz ähnliche Schlüsse sind in jedem anderen Falje an- 
wendbar. 



§. <56. 

Die IrratioimUtüt jfcwis.scr Ketienbrüche 

Bei den Verwandlungen gewöhnlicher Brüche in Kettenbrüche 
von einer gegebenen Form, wie wir diese in §. <54 vorgenommen 
hatten, kann man im Allgemeinen bemerken, dafs üillier oder spä- 
ter entweder kein gebrochenes Glied mehr kommt, also der Ketten- 
brucli sich mit einer ganzen Zahl schliefst, oder ein negatives Glied 
entsteht, wenn auch das vorgelegte Schema keines enthält. Diese 
Erscheinung tritt namentlicli immer dann ein, wenn die einzelnen 
Glieder des gegebenen Schema’s echte .Brüche sind, welche ganze 
Zahlen zn Zählerji und Nennern haben. Man überzeugt sich hiervon 

leicht durch den Versuch, einen beliebigen echten Bruch ^ in einen 

Kettenbruch von der Form 



1 ) 



I "4 

•i+ '-j- 



in welchem die einzelnen Glieder 
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** 

"i ’ "i <‘i' 

sämmtlich echte Brüche sind, zu verwandeln. 

I. Wir wollen zuerst voraussetzen, dafs die Glieder des Ketten- 

bruches sämmtlich positiv sind. Soll nun in erneu Kettenbruch 
von der obigen Form 1) umgewandelt werden, so mufs man dem 



zuvörderst den Zähler Ij, verschaffen und daun seinen Nenner in 

* 4 

zwei Theile zerlegen, von welchen der eine ist. Diefs geschieht 
durch folgende Rechnung: 

.-/ Ä, y/' 

H 



Soll diefs gleich dem in 1) stehenden Ausdrucke sein, so folgt dar- 
aus die Gleichung der Nenner, also 



oder 



A , — a , Ä Aj 



B 






und wenn wir der Kürze wegen 

— o^Bz=^: 

setzen 



2 ) 

Es ist ferner 



V__ A, 

"* + 



"s + • • • 



C_A^ 



B A., B 
C 

und durch Vergleichung mit dem Kettenbruche in No. 2) 



A., B 



|r-=-.+ 



+ 



“i +••• 



oder 



b^B-a^c _h. 



"3+ I 

^ “4+ -- 



i 
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und wenn wir 

setzen, 

3) 



Cap. XII. Die Kettenbriiche. 
—a.^C = D 



I) 

7' 



' I *4 

T i ■ 

* ^ "4 + • • • 



Man übersieht leicht, wie diese Rechnung weiter geht. Werden 
nämlich die Zahlen C, Ü, K, . . . aus folgenden Gleichungen bestimmt ; 

C=b^J —a^B, 

D=zb^B —a^C, 



E=b,C 
u. s. f. 



«$0, 



BO ist 

4) 

5) 

6 ) 

7) 



B 

1' 



"i + 



K 

®i + • ■ • 



C b. 



I *3 
„ J ? 






C A, 



E 



’ u. s. w. 

Nun convergirt aber der unendliche Kettenbruch 
b. 



"i + 



^3 
«2 +■ 



• 

ganz sicher, wenn überhaupt o, immer ;> A, ist, weil dann gewifs 

>0 



Um 

K+, 



ist, und sein Grenzwerth mufs ein echter Bnicli sein, weil er kleiner 

als der erste Niiherungsbnich , und dieser selbst ein echter Bruch 

* 

ist. Wollen wir also in den unendlichen Kcttcnbruch 4) ver- 
wandeln. so mufs ^ ein echter Bruch sein. Die nämlichen Schlüsse 
sind aber auch auf die Gleichung ü) anwendbar. Hier ist ebenfalls 
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der Kettenbruch rechts ein unendlicher convergenter und sein Grenz- 

C 

werth CI. Es ist also auch ein echter Bruch. Aus den näm- 

I) £ 

liehen. Gründen sind fcnicr die Brüche u. s. f. echte Brüche. 

Hieraus folgt der Reihe nach 

II, c, cy> D, fl > £ u. 8. f. 

oder 

> fl > #' > fl > £ etc. 

Die Zahlen U, IS, C, />,... bilden also eine unendlich abnehmende 
Reilie. Sie sind aber auch saimutlich ganze Zahlen, wie man so- 
gleich aus ihrem oben angegebenen Bildungsgesetze ersielit. AVenn 
aber eine Reihe von positiven ganzen Zahlen ins Unendliche abniinmt, 
so mufs sie au irgend einer Stelle ins Negative übergehen. Diefs 
kann entweder mittelst Dimchgauges durch die Null , wie in 
... 6, 4, 2, 0, — 2, — 4, ... 
oder mit Cberspringung der Null, wie in 

... ä, 3, 1, 1, 3, — 5,... 

geschehen. Im ersten Falle niüfstc also eine der Zahlen A, H, C, 
D, . . ., mithin auch einer der Brüche 



B C 
A' B' 

d. h. einer der Kettenbrüche: 

K 

. ’ 



fl £ 
t" fl’ 



"i + 

b 



«2 + • • 

b 



, 



« 3 + “+ 7 :. 






, u. s. f. 



rt r, . 

gleich Null werden, was nicht möglich ist. 

Im zweiten Falle mufs in der Reihe A, B, C, M, N, 
eine der Zahlen, etwa M, die letzte positive, und die darauf folgende 

iV die erste negative, also der Quotient negativ sein. Es niüfste 

also auch der entsprechende Kettenbruch , etwa 



"» + 



n +■ 



einen negativen Werth haben, was unmöglich ist. 

Aus diesen Betrachtungen folgt, dafs es nicht möglich ist, einen 
rationalen echten Bruch in einen unendlichen Kettenbruch zu ver- 

SchlAallcIi aJgebr. Aoalv»!« tlrilie Aufl. J[9 
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wandeln, dessen Glieder eclite Hrüche sind und ganze positive Zah- 
len zu Zählern und Nennern haben, weil früher oder später ein Glied 
erscheint, dessen Zähler die Null oder eine negative Zahl ist. NIan 
übersieht auch gleich, dafs dieses Glied mu so früher eintreten wird, 
je kleiner die Zahlen J und U selbst sind, weil dann die Reihe 
A, B, C, l>, ... bald ins Negative Übertritt, dafs dagegen für sehr 
grofse A und B viele Glieder des Kettcnbrucbes positiv sein kön- 
nen, weil die Reihe A, B, wenn sie hoch anfängt, lange zu 

laufen hat, ehe sie das Gebiet des Negativen erreicht. 

Wenn umgekehrt ein unendlicher Kettenbruch von der Form ge- 
geben wild: 



"■ + ’ 4 - 

4 , 4 

worin . . . sämnitlich echte Brüche, a^, 

öj ^^3 

, ... ganze positive Zahlen sind, so kann derselbe nicht einen ra- 
tionalen echten Bruch zum Grenzwerthe habeu, weil sonst gegen 
die Voraussetzung ein negativer oder ein sich anuullireuder Zähler 
in demselben Vorkommen müfste. Aber der gesuchte Grenzwerth 
ist sicher ein echter Bruch, weil er unter dem ersten Nälierungsbruche 

— , der selbst echt ist, liegen mufs. Es kann folglich der Nähe- 

a, 

rungswerth des ganzen unendlichen Kettenbruches kein rationaler, 
sondern er mufs ein irrationaler echter Bruch sein. Diefs stimmt 

auch ganz zu der Bemerkung, dafs der aus ^ entstehende Ketteu- 



bruch desto mehr positive Glieder enthält, je gröfser A und B sind. 

Bedeutet aber einen irrationalen echten Bruch, so sind B und A 
A 



unendlich grofse Zahlen ; der Anfang der Reihe A , B , C, . . . liegt 
also über jeder angebbaren Zahl ( wie bei der Reihe der natürlichen 
Zahlen, rückwärts genommen) und folglich kann die Reihe A, B, C,... 
selbst ins Unendliche fallen, ohne negativ zu werden. 

II. Ganz ähnliche Betrachtungen lassen sich für diejenigen Ket- 
tenbrüche durchführen, in denen alle Glieder, mit Ausnahme des er- 
sten, negativ sind und ganze Zahlen zu Zählern und Nennern habeu, 
vorausgesetzt noch, dafs von irgend einer Stelle an die Nenner ihre 
zugehörigen Zähler um mehr als eine Einheit Ubertreffen. 

Ist nämlich 
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der gegebene unendliche Kettenbruch, in welchem 



Ä, b 



1 ^3 



echte Brüche, ... 6j, . . . ganze positive Zahlen sind, so 

würde der Versuch, einen rationalen Bruch ^ in jenen Kettenbrucli 
zu verwandeln, zu folgenden Rechnungen veranlassen: 

J» _ ij 

74~ b^' 

B 

soll diefs gleich dem Kettenbruche in 8) sein, so folgt 
b^A A, 



mithin 



B 






"i® — ^1-'^ _ 

- ^ 



oder für 



9) 



\ 



0 , 5 — b^A = 6 ’, 



Ferner ist 

5 A,5 ’ 

C 

und wenn diefs gleich dem Kettenbruche in 9) sein soll , so mufs 
A,5 b, 



oder für 



lü) 






fljC’ — Aj5 = U, 



n b„ 



,J 



19 ’ 
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seiu. Ebenso wäre ferner für 



0 j O — b^C E , 

^ *4 




u. s. w. 



Vorausgesetzt nun, dafs in allen den einzelnen Kettenbrüchen 




die Nenner ihre entsprechenden Zähler um mehr als eine Einheit 
übersteigen, so sind die Werthe aller jener Kettenbrüche, mithin auch 
die Brüche 

Ä C D £ 

A' b' c' /;’ ••• 
positiv und kleiner als die Einheit, mithin 

./ > Ä, Ä > r, c > ö , fl > £ u. s. f. 

Hier sind nun ganz die nämlichen Schlüsse anwendbar wie früher, 
aus welchen folgt, dafs eine der Zahlen A, B, C, . . . gleich Null 
oder negativ werden mufs, was nicht sein kami, weil alle die ein- 
zelnen Kettenbrüche 



*1 



u. s. f. 



positive echte Brüche zu Grenzwerthen haben. Es ist also die Vor- 
aussetzung, dafs der unendliche Kettenbruch 



einen rationalen Bnicli zum Grenzwerthe habe, falsch, und er hat 
demnach einen frrationalen Greiizwerth. 

Diese Betrachtungen würden aber nur theilweise passen, wenn 
von irgend einer Stelle an die Nenner des Kettenbruches ihre Zäh- 
ler niu- um eine Einheit überstiegen. Wäre z. B. der Kettenbruch 
von der Form 

b, 



!>, - 



K + f 



Digitized by Googl 



C(ip. XTT. Dio Kettenbrüche. 293 

wo nur die ersten zwei Nenner ihre Zähler um mehr als eine Ein- 
heit übersteigen, so setze man den Werth desselben = mau hat 
dann für 






und für 



rt , iS — b^.-/ = c, 
_ 

n^C — b.^B = D, 



D 

C 



A, + 1 - 

Aj -f I — 



'b 

*5 + * — ■ • • 

Nun ist der Reihe nach ^ i , i , aber nicht <; i , weil 

der Grenzwerth des entsprechenden Kettenbruches die Einheit ist. 
Mau hat daher 

n, Ä>t;, c = ü = E... 

Hier geht also die Abnahme nicht ins Unendliche sondern nur bis 
zu einer gewissen Stelle. Es sind also die weiteren Schlüsse nicht, 
wie vorhin , anwendbar; dagegen hat man wegen D = C auch 



«jC — b^n = r, 



folglich 



ferner : 



C = 



A,A 



U 



b^B 



woraus 



a.B — b./t =. , 

«3 — 1 

(«2 — 1) 

A n, («2 — 1) — Äj 

folgt. Diefs würde man auch unmittelbar erhalten, wenn man be- 
merkte, dafs der in Rede stehende Kettenbruch dem folgenden 

K 

b. 



gleich ist und diesen einrichtete. 

Fassen wir nun alles Bisherige zusammen, so können wir das 
Theorem aussprechen; 
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Wenn in dem unendlichen Kettenbruche ' 




alle einzelnen Glieder echte Brüche sind, welche 
ganze Zahlen zu Zählern und Nennern haben, wenn 
ferner von keiner Stelle au der Grenzwerth des üb- 
rige nunend liehen Kettenbruch es der Einheit gl eich 
ist, so hat der genannte Kettenbruch einen irratio- 
nalen echten Bruch zum Grenzwerthe. 

Wir werden später von diesem merkwürdigen Satze einige An- 
wendungen machen. 



§. () 7 . 

Die Reste der fCcltonbrüehe. 

Schon bei der Verwandlung eines gewöhnlichen Bruches in einen 
Kettenbruch von vorgeschriebener Form begegnet man der Erschei- 
nung, dafs der Nenner des letzten Partialbruches einen Rest bei sich 
führt, .der aus der Natur der ganzen Rechnung von selbst heiror- 
geht; so war in den früheren Beispielen 

2H9 _ 2 2 

76l“~ ~ 



^ + 



77 

289 



5 + 



■1 



7 + 



6J^7 

77 



5 . 

7^_ ^ 

^ „ 5091 

Das allgemeine Schema derartiger Kettenbrüche ist 



1 ) 



"i + 



+ 



+ • 



+ 



«n + 

und liier entsteht die Frage, ob man berechtigt ist, den Rest r, weg- 
zulassen, sobald die Anzahl n der Partialbrüche ins Unendliche 
wächst. Man kann diese Frage auch so formuliren: „unter welchen 
Umständen hat die Differenz der beiden Kettenbrüche 
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2 ) 



nnd 

3) 



a, -j- - 



+ 






+ 



■■■ T, 

a, I--4 



■ /» 



+ 



+: 



für unendlich wachsende n die Null zur Grenze,“ denn es ist unmit- 
felbai’ klar, dafs in den Fallen, wo dieser Grenzwerth statt findet, 
beide Kettenbrüche identisch werden, sobald imui sie ins Unendliche 
fortsetzt. Es läfst sich leicht verinuthen, dafs die Weglassung des 
Restes, ähnlich wie bei den Reihen, dann erlaubt sein werde, wenn 
er selbst sich der Grenze Null nähert; indessen bedarf die Sache 
doch einer genaueren Untersuchung, weil diefs, wie inan gleich se- 
hen wird, nicht der einzige Fall ist, hi welchem die Differenz der 
in 2 ) und 3) verzeichneten Kettenbrüche die Null zur Grenze hat. 

Bezeichnen wir die Kettenbrüche 
A. b. 






"i + „ 



mit 



l>n-, Pn-, 



V« ( 
früheren Formel 

4) 



und den Kettenbruch in 3) mit , so ist nach einer 



Vn 



/'« _ »nP n-, 

7, 



Der Kettenbruch 2), dessen Werth durch angedeutet werden 

möge, entsteht aus dem in 3) dadurch, dafs man -{-»■« an die 
Stelle von «„ treten läfst; es ist also 

+ KPn-, 

{>n («n 4- ' j7n_, 

_ «nPn-, bnPn ., Pn-,''n 

7»- 1 -f 7—, + 7» - , >\ ' 

mithin, wenn man für //„ und >/„ ihre Werthe aus 4) setzt, 

7« + 7»-. '•«' 
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Um nun die Differenz der Kettenbrüche 2) und .3) in Rechnung zu 

bekoninien, ziehen wir beiderseits ab, wodurch bei Reduction auf 

•U 

gleiclien Kenner zum Vorscheine kommt; 

'1- _ Pjt 
i>n 9n 

Pn -1 Vii/'n ~ /^n h __ ^n_ Pu 9n—i 9uPn—\ 

^9, + 9n , '■«) 9n 9u + ?h-. ' u ■ 9n 

Es ist ferner 



5) 



Pu __ Pn-~\ l^n 9u — T 



9nPu 



(P« _ /'- - A . 
V/» y—, / 



ö) 



-I "l~ 9u Vyn 9nj-i J 



9n 9n~\ 9 u9n i 

folglich durch beiderseitige Multiplication mit r/„_, 

. />„y— , — 9uPu-, 

9u 

Hier ist die rechte Seite nichts Anderes, als der zweite Factor in 
der Gleichung 5\ Substituiren wir dort die linke Seite unserer Glei- 
chung für densell)en, so wird 

_ /'« 9u 

Qu 9u 9u- 

Hier haben wir nun zwei Fälle zu untersclieiden. 

I. Es seien alle in 2) uud H) vorkommenden ti, b und r, mithin 
sämmtlichc Glieder und Reste positiv. Dann sind alle p und tj po- 
sitiv uud der erste Factor rechts in (5) ist ein echter Rruch, der’ 
zweite eine Gröfse, welche beständig almimmt, ohne dafs sie sich 
jedoch der Xtdl zu nähern braucht. Soll aber der gefundene Aus- 
druck sich der Null unbegrenzt nähern, so mufs einer der beiden 
Factoren selbst die Null zur Grenze haben. Nun läfst sich der erste 
Factor auch in folgender Form schreiben : 

' 1 

y» 

9u-,>-u 

und wenn diefs die Null zur Grenze haben soll, mufs 



1 + 



Lim 



sein. Man hat aber ferner 



'/«-■ '•» ' 

J!«- 

9n — I ^ n 



; "" = 'k-j; 

9u-,’-u ' r, 



Hier ist nun ganz sicher Lim - - ■= <x>, wenn schon Um — = oc 

•In-xl'n 
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ist, weil das, was zu noch hinzukomnit, um die Gleichung herzu- 

^ n 

stellen, eine positive Gröfse ist. Die Differenz zwischen den 
Kettenbrüchen 2) und 3) nähert sich also gewifs der Null, 
wenn 

7) Lim = <30 

r„ 

ist, was entweder dadurch geschehen kann, dafs Lim u„ = oo und 
Lim r„ eine endliche Gröfse ist, oder dadurch, dafs Lim a, von Null 
verschieden und Lim >•„ = 0 ist, wie wir früher unmittelbar bemerkt 
haben. Da der erste Factor in 6) ein echter Bruch bleibt, so könnte 




auch dann werden , wenn Lim y ” — | d. h. Lim , =z a 

\<Jn ' 

würde. Diesen Fall haben wir schon untersucht; er ist deijenige, in 
welchem der Ketteiibmch 3) convergirt. Die Differenz zwischen 
den Kettenbrüchen 2) und 3) nähert sich auch dann d?r 
Null, wenn der letztere convergirt, was immer geschieht, 
wenn 

8) Lir^i "" > 0 

^W+l 

ist, wie gezeigt wurde. 

II. Weniger einfach gestalten sich die Resultate, wenn die Grö- 
fsen l)„, /jj, h^, . .. und i\ negativ, also die Glieder, mit Ausnahme 
des ersten, negativ sind und die Kettenbrüche 2) und 3) die Form 
haben : 

9 ) 



10 ) 



Hier ist dann 

/’j. _ ^ _ _?n_l G, fPn Pn-, \ 

iu ~ Vu — + 9n \7» 9n-, ) 

oder 
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11 ) 



Qu 



_L.— (P- P«-'\ 

n ^ 7n— I J 



Pu _ 

?n 7« 

7»-, r„ 

Hieraus ersieht man erstlich, dafs die fragliche .Difl'crenz zwischen 
den Kettenbrüchen 9) und 10) sich der Null nähert, weun diefs mit 
r„ der Fall ist, was wir schon früher unmittelbar bemerkt haben. 
Es giebt aber noch einen zweiten, günstigeren Fall, Ist nämlich der 
Kettenbnich 10) ein convergenter, was immer statt findet, wenn seine 
einzelnen Glieder echte llrüchc sind, so hat man 

Um = 0 . 

V7ii 7n — 1 ) * 

Daraus allein folgt noch nicht, dafs der Ausdruck in 11) sich der 
Null nähert, weil es geschehen könnte, dafs in dem ersten Factor 

/ iru ‘f« 

Lim - - 

lu-, 

mithin 

1 

7« 



= l . 



Um 



7..- 



— 1 



wäre. Es würde dann der ganze in Rede stehende Ausdruck aus 
zwei Factoren zusaiuinengesetzt sein, vou denen der eine immer zu-, 
der andere beständig abnähine, und ^es könnte dann das Product 
eine endliche Gröfse zur Grenze haben. Wir müssen daher noch 

darauf sehen, dafs Lim - vou der Einheit verecliieden sei. Sind 

nun alle Nenn«' n gröfser als die Zähler /;, was wir der Convergenz 
wegen voraussetzen müssen , so ist jeder Näherungsnenner grö- 
fser als der vorhergehende *), mithin >-1. Diefs hindert 

'/n-i 

...... .. t. + l 



aber nicht, dafs Lim 



•Zu- 



1 sei (wie z. B. Lim 



m 



für wach- 



*) D<*r Bewiris (Uvüii, ilafs hier iinuior ^ Tw— i lautet kurz: (icsctzt, mRii 
wüfste .schon, dafs — .. sei, »o uiiifs auch 

hn 






— 1 



9a- 



»ein. Uoiiii da wir und beid^ als ganze Zahlen voraussotzen , 50 mufs Qu 

wenigstens* um eine Einheit ^ h« s>eln. Wäre im iinghiKstigsteii Falle 0 , 1 = 36 ^ + 1 

so wäre " — l , also die obige rngleichung richtig; i.'t aber o„ nm mehr als 

— 1 

i»n 

eine Einheit von vcrMhicdcu , >«» i't ein echter Bruch. uI.m) um $ 1 » 

a„ 1 

mehr gröfser als ein Thcil von da cs seh«m grölVer als das ganze voraus- 

gesetzt wird. Aus Jener Ungleichheit folgt nun (fl„ — 1) q^ — i ^ ^n9»— » 

Oft 9a— I — ^a 9n— 2 9n — 1 » oder vermöge des Werthes der lIidT^ Seite 9a^9a— i* 
Ist also qn_, ^9a— 2 ’ 9a'^9n -i- 9i “<*!• 9* = 
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sende »«). Ferner ist 

Lim = Lim - . Lim — . 

— 1 ^1» 7m— I 

Da nun möglicher Weise der erste Factor sich der Einheit nahem 
kann, so mufs , wenn wir sicher gehen wollen, Um ^ von der Ein- 

^ n 

heit verschieden sein. Die Differenz zwischen den Ketteu- 
brüchen 9) und 10) näliert sich also für w'achsende « un- 
begrenzt der Null, wenn der Kette iibruch 10)convergirt, 
was nur unter der Bedingung als gewifs behauptet werden kann, 
dafs alle die Brüche 

ganzzahlige echte sind und wenn zugleich in 9) Um i\ ^ * >st- 

§. 08. 

Verwandlung von (Quadratwurzeln in Kettcnhrilche. 

Eines der einfachsten Beispiele für die Darstellung von Func- 
tionen durch Kctteubrüche geben die Wurzeln der algebraischen 
Gleichungen zweiten Grades. Aus der (juadratischen Gleichung 

1) 2e.r = b 
findet man nämlicli auf gewöhnlichem Wege 

2) X = — « + b : 

andererseits ist aus No. 1) 




Indem man hier für .r den ihm gleichgeltenden Bruch rechter Hand 
mehrmals substitidrt , erhalt man der Reihe nach 






2a -f X ’ 



2 „+ - 

2a -|- 



2a -f X 

u. s. f.; 



— bj ; ferner oflFenbar a,o.j iin F'alle a, «= 2; da aber 

^ bj i«l. so hat man gewifs in jedom Falle o,a, oder öjUj — bj 

'^a,, d. h. Nach dem vorher bewiesenen Satze folgt nun für n « 3, ^ 

fiir n SS 4 . u. s. f » also übfrbaii|)t 

<1, <<h — 

Die Nenner der stlcccssiven Kabcrungsbrüchc bilden mithin eiuu steigende Keihe, 
w. *. b. w. 
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überhaupt, wenn man n Partialbrüche voraussetzt, 



4 ) 



b 

2a -|- 



2a- 



2a 



• +; 



2a x' 

Soll mm dieser Kettenbruch ins Unendliche fortgehen, so müssen die 
Kriterien des vorigen Paragraphen herbeigezogen werden, da aus 
ihnen zu entscheiden ist, ob man das rechter Hand befindliche x 
weglassen darf oder nicht. Wir haben zu diesem Zwecke die Fälle 
zu unterscheiden, ob der Kettenbruch positive oder negative Glieder 
enthält 

I. Sind rt und h positiv und verstehen wir unter x die positive 
Wurzel der Gleichung 1), so dafs also ausschliefslich 
5) ,r = — fl -|- l/fl^ -|- b 

ist, so sind die Voraussetzungen erfüllt, welche wir unter No. I des 
vorigen Paragraphen über die a und //, sowie über r, = x gemacht 
haben; ferner ist 

Um > 0 , 

*«+. * 

/ 

indem wir den Fall « = 0 ausschliefscn. Wir haben daher für po- 
sitive a und b ohne weitere Determination die Gleichung 
b 

^ b 
2fl-f 

, 2«H , — 

' 2fl -f- • . ■ 

■ . m tnj. 

und indem wir für x seinen Werth aus No. 5) einsetzen 

b 

b 



6 ) 



y«* -j- Ä = « -{- 



2n-|- 



2fl-f 



2fl -f- . . . 



Mittelst dieser Formel ist es selir leicht, irrationale Quadratwurzeln 
in unendliche Kettenbrüche zu verwandeln; man hat hierzu nichts 
weiter nnthig, als die gegebene Zahl in zwei Theile zu zerlegen, von 
denen der erete ein Quadrat ist. Bei der Berechnung von ^ 21 z. B. 
kann man o = 2 und 6=17 oder auch a = i und 6=5 nehmen ; 
diefs gicbt 
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17 

17 



yai = 2 + 



4 + 



4+ 



yat = 4 4- 



»+ - 5 

“+B + ... 

II. Etwas anders wird die Sache, wenn der Kettenbruch 4) ne- 
gative Glieder enthält. Gehen wir nämlich von der quadratischen 
Gleichung 

X- — ittx = — b 

aus, so folgt, zunächst 
7) X = a y«* — 6, 

andererseits unmittelbai- 



2« — x' 

mithin durch mehrmalige Substitution dieses Werthes 



«) 



2a 



2a- 



b 

. 



b^ _ 

2a — x' 

Wollen wir diesen Kettenbruch ins Unendliche fortsetzen, so mufs 
nadi den in Ko. II. des vorigen Paragraphen gegebenen Erörterun- 
gen entweder r, = .r die Null zur Grenze haben, oder der Ketten- 
bruch mufs convergiren und zugleich x von der Einheit verschieden 
sein. Die erste Bedingung ist hier wegen der Unveränderlichkeit 
des X nicht erfüllt und wir künueu uns daher nur an die zweite hal- 
ten. Nun findet Couvergenz statt für 2«>-/.i, und damit o + ya^^ — b 
nicht = 1 werde, mufs + \'u- — b t: \ — ad. h. — b '{i — a)* 
oder endlich 2 a $ A -f- i sein. Nehmen wir hier das obere Zeichen, 
so ist die vorige Bedingung mit erfüllt und wir haben dann 
b 

b 

. 



9 ) 



2a- 



2a — 



2a 



in inf. 



Hier ist noch zu bestimmen, welcher von den beiden positiven Wer- 
then des .r durch den Ketteubruch dargestellt wird; für diese Be- 
stimmung reicht es hin, zu bemerken, dafs der Grenzwerth des gan- 



Digitized by Google 




302 Cap. XIII. Die Verivau(lluu({ von Kuihcu iu Kettcnbrüohe. 



zen Kettenbruches ein echter Bruch sein inufs, weil seine einzel- 
nen Glieder selbst derartige Brüche sind ; nun findet man aber, dals 
zufolge der Determination 2 </ ^ i 

a -f. J „X “/, ^ 1 und a — \'o* — A < 1 
ist, und es darf daher nur das untere Vorzeichen, also .r nur = 



ii — \ (/’* — h genommen werden. Mittelst dieses Werthes von x 
ergiebt sich aus der Formel !)) 

^ ^ 

10) 1 — h = fl ^ , 2fl > A -{- I . 



In dem Falle 2 « = A -j- i ist nach den früheren Untersuchungen 
(S. die Einheit der Gesammtwerth des Kettenbruches ; dasselbe 
Resultat liefert iiuch die obige Formel und sie gilt daher unter der 
erweiterten Bedingung 2n ^ A -|- 1. 

Für 2« <C A 1 darf man die Richtigkeit der Formel 10) nicht 
mehr behaupten, ja sie würde sogar bei dieser Ausdehnung auf Wi- 
dersprüche führen ; für a = 2, A = 1 7 z. B. erlüelte inan 

1 — j.’> = 2— 

’ 17 

und diefs ist offenbar unrichtig, da der Kettenbruch, wie weit er 
auch fortgesetzt werden möge, immer nur reelle Werthe besitzt und 
diese reellen Brüche niemals eine imaginäre Zaiil zur Grenze haben 
können. 



Capitel Xm. 

Die Verwandlung von lloihen in Ketlenbrüehe. 

§• «9- 

ViTwandUiuf! einpi* licliolÜKcn ReUu>. 

Das Verfahren, dessen wir uns bedient haben, um gewöhnliche 
Brüche und Quadratwurzeln in Kettenbrüche umzugestalten, kann 
mit einer kleinen Modification auch auf jede endliche Reihe 
"o + "i -f "2 + • • • + "» 

äuge wendet werden. Bezeichnen wir die Summe derselben mit /'(uj 
und den Quotienten - mit so ist zunächst 
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' I ' I ' 1 1 ' 1 • 

f(u) = 1 -j ^ 

■ I’, ' e , * I' 



und auf ganz gleiche Weise 

* 0 * 1 * i *«-i 

mithiu durch beiderseitige Vergleichung 

* R 

Durch Umkehrung und durch Subtraction von i\ folgt weiter 
1 - I) f'V)‘ 

*’n + 



/(«) 



"nfl“ — 0 + 'I 



I 



oder, symmetrischer dargestellt 
I _ _ 






'i) 

so 

3) 



fin — t ) 
" + + [/(« — I ) ~ 

vie folgt 

‘’n = 9>(«) , 



Bezeichnen wir zur Abkürzung wie folgt 

1 

/(«) 

so geht die vorhergehende Gleichung in die nachstehende über 



4 "»-I + Vf" — 0’ 

Dieser lassen sich folgende ähnlich gebildete Gleichungen an die 
Seite stellen: 



9>(« — •) = 



<f{n — 2) = — 



"n-i + + 9>(.« — ‘-^l 



+ + <P(" — 3) 



<P(U = — 



K)i 

'’i + '’i + VCI ) 



"i + "o + <P(.0) 



und hierbei ist in der letzten Gleichung >p{o) = — i'o = 

= 0. Indem man nun jede Gleichung in ihre Vorgängerin 

substituirt und auf diese Weise bis zur Gleichung 3) rückwärts 
schreitet, ergiebt sich 
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('■,)* 



9>l») = — 










Aus der Formel 2 ) folgt aber 





"i + *'o' 



./■(«) = 



+ <P(«) 

und hier kann man den soeben für <p(«) gefundenen Kettenbruch 
einsetzen. Substituirt man zugleich für / («) die ursprüngliche Reihe 
mit umgekehrter Anordnung der Glieder, so ist 

’ + - +- +•••+ ' + - 

■ f» I» " " f» " 

* n *n-i * n~» * 1 





", + ",-i — 






-I “I” — 2 





+ ".-3 — • . 



. i'llÜ 

"l + "o 



oder endlich, wenn c, = r,_., =/, , = t, etc. gesetzt wird, 

4 11 4 

4) 

1 



/„ ' t, ^ ^ 



^0 + 



Go)’* 



'o + '| — 



G + G 






^3 H" _ (G— I 

G-i + G 

Diese Formel dient zur Verwandlung einer endlichen Reihe in einen 
endlichen Kettenbruch. Entliält die Reihe wechselnde Vorzeichen, 
so ist dasselbe Verfaliren anwendbar und giebt 



5) 



' _ ' 4- 1 _ 4- 



G + 



(.Gl“ 

G — G + 



(GG 



■^G-G + -. 4.iG-,)j_ 



wie man auch kürzer aus der Formel 4) findet, indem man — 

— Gl — G etc. au die Stelle von , /,, etc. treten läfst. 

Es hat keine Schwierigkeit, aus den Formeln 4) und 5) noch 
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andere abzuleiten, welche sich auf besondere Voraussetzungen bezie- 



hen. Nimmt man z. B 

a 



_o , "1 , "i 

" ~ x"' ' ~ X ' — x^' 



und schafft die Brüche aus den einzelnen Gliedern der Kettenbrüche 
weg, so findet man: 



0) 



I 



1 .r i* v’ 

"o ' «I «* ' 





"«■^ + «1 



a^x o. — 



("2>^ 

+ — •. (°— 



L _ ^ + f! _ + (— 

"(1 «1 »a " ' »n 



“o + 





«1 — «o^ + — 



«2 — «1^4- 



flj — a^x -f . . ^ K-i)* X 



Für Oo = « 0 , <ij = o„o,, a, = Oo“i “2 8. f. ergiebt sich hieraus 
nach gehöriger Hobung 



«) 



— H 1 h • • • "I“ 



“o«l “o“l«2 



9) 



«, -I-X— “L- 



“2 +* — 



1 X ■ X* 

“o “n“i “o“i“2 



“3 4-^- 

-• 4 



ft JT 

• , *_ . 

■ «.+i’ 

(— 1 )• x“ 



“o i 



“i — — 



4* H 






_ i 






■ + 



Nimmt man beispielsweis in der Formd 8) 



1 2 3 

“n = I 1 “i = “9 = T r “3 = Xi 

0 ’ * n’ * n — 1 ’ ’ n — 2’ 



SeUftmUeh tlfebr. Analytlt dritte Anfl. 



20 
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SO steht linker Hand die binomische Reihe; setzt man dafür ihre 
Summe (J 4* .r)" und schafft rechter Hand die Brüche weg, so fin- 
det sich 

lü) ^ (1 4- X)" 



tix 



nx -|- 1 — 



1 . (n — 1 ) X 
(»— l)x-|- 2 



2 . (« — 2)x 
( « — 2 )x 3 — . _ 



(n — 1 ) . tx 

■' ' I X n ' 

Aus den bisherigen Ketteiibrüchen für endliche Reihen lassen 
sich unmittelbar Kettenbrüche für unendliche Reihen herleiten, indem 
man die Zahl « 1, welche die Anzahl der Reihenglieder und ebenso 

der Ketteubruchglieder bestimmt,' ins Unendliche wachsen läfst. Eine 
besondere Vorsicht hierbei ist nicht niithig, denn jeder Niiherungs- 
bruch des Kettenbraches bildet den Repräsentanten von so viel Glie- 
dern der Reihe, als er selbst Glieder enthält; couvergirt also die 
unendliche Reihe, so mufs der Kettenbruch ebenfalls convergiren, 
und auf gleiche Weise zieht die Divergenz der Reihe die Divergenz 
des Kettenbruches nach sich. So hat man z. B. aus No. 7) für 
tl y 1 , ft ^ = 3 , ff 2 = 5 , ff -j = / , .... 
wenn die Reihe ins Unendliche fortgesetzt wird. 



3 ' 5 



+ 



1 + 



, 3^.r 
O 1.x 4 



- 1 

0x4- , r 

7 — .■>J 



-j- 



Für X 5 1 convergirt die Reihe linker Hand; setzt man x = z* und 
multiplicirt beiderseits nüt z, so läfst sich die Summe der Reihe au- 
geben und ist nrctan z ; man gelangt so zu der Formel 
11) arctan z= 77 — t 



> + 



(lx|ä 



-i=*4- 



(3s)=i 



■3z- 



(5 



I 

7 — 55* 



Ä ■ :-6z*4-... 

Für z=l liefert sie dfts zuerst TÖ^ Bfounker angegebene Resultat: 



12 ) 



n 
4 ■ 



* 4- 



1* 



24- 



52 



2 - 1 -...’ 
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welches die Umsetzung der Leibnitz’schen Reihe in einen unendli- 
chen Kettenbruch darstellt und ebendefswegen dieselbe langsame 
Convergenz wie jene Reihe besitzt. — Aus der Formel 8) findet 
man ebenso leicht für <»o = i > “i = 1 1 “s = b, = 3 etc. 



13) 



' = 



1 — 



1 -}- X — 



ix 



2 + X-; 



2x 



$ ^ X — ... 

und es würde überhaupt keine Schwierigkeit haben, sämmtliche bis- 
her entwickelte, Reihen in Kettenbrüche umzusetzen. 

Noch wollen wir bemerken, dafs sich jetzt auch Kettenbrüche 
angeben lassen, bei denen die Naherungsbrüche ungerader Ordnung 
gegen eine andere Grenze convergiren als die Ntiherungsbrüche ge- 
rader Ordnung, während beide Grenz werthe endliche Gröfsen sind. 
Man gelangt hierzu, wenn man eine oscillirende Reihe in einen Ket- 
tenbruch verwandelt. So ergiebt sich z. B. aus No. 5) 

2 5 , 4 5 ,6 

T~2 ' 3 ~4 ' 6~ 



* + 



2 

T“ 



‘ + 



2 ’ . 4 
1 + 



. 5 



’ + iirr.. 

und da die Reihe zwischen l -{- l2 imd /2 oscillirt (§. 28), so con- 
vergiren die Näherungsbrüche ungerader Ordnung durch Abnahme 
gegen die Grenze l -j- /2 , die Näherungsbrüche gerader Ordnung 
durch Zunahme gegen die Grenze /2. Derartige Kettenbrüche hat 
mau oscillirende Kettenbrüche genannt. 



§. 70. 

Vcnvandlimg einer Keilie von besonderer Form. 

Bei den Untersuchungen des vorigen Paragraphen blieb die 
Reihe, um deren Verwandlung in einen Kettenbruch es sich handelte, 
völlig allgemein; ist dieselbe aber von besonderer Form, so können 
besondere Methoden angewendet werden. In dieser Beziehung ist 
die Reilie 

, I I ■/?(/? -fl) 

' 1 . l . 2 . y(y -f-‘ 1 ) 

, «(« +1) • + 2) , 

t .2.3.y(>'+ l)(y + 2) T - -, 

20 * 
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von Interesse, welche die meisten der in der algebraischen Analj’sis 
vorkommenden Reihen als spcciellc Fälle in sich enthält. Sie con- 
vergirt für alle x, deren absoluter Werth weniger als die Einheit be- 
trägt, wie auch sonst a, ß und y beschaffen sein mögen ; für x = i 
convergirt sie unter der Bedingung y 7^ « ß (§. 26). Unter Vor- 
aussetzung ihrer Convergenz bezeichnen wirilire Summe mit F(a,|J,j’), 
so dafs die Gleichung 

1 ) F(„, y) = 1 + “ -i X -h f W ) a- 

^ 1 . 2 .y(y-|-n 

n(«J-1)(o-f-2)_. 

T“ 1 .2.3.yiy-f-r)(y + 2) ''■■■■ 

statt findet; es ist dann auf gleiche Weise 

, «to-|-l ) («-I-2') . 1) (|J4-2) _I_ 

1 .2r.V.(y-|-l)(,42)(y+3) ’ ■*"••• 

und wenn man hiervon die Gleichung 1) abzieht, so ergiebt sich, dafs 
die Differenz der beiden obigen Reihen wiederum eine Reihe von 
derselben Form ist. Man hat nämlich 

^(“i + I , y + 0 — F(«, ß, y) = 



y(y + 

d. i. 



1) L ^ ^ 



(«+0 (|3+-1) ^_L ) («-I-2) (Hn (H2) 



(y-f 2) 



1 .2.(y + 2)(y-i-3) 



■ß)x 






3) F(a, |S-f I , y -|- 1 ) — F{a, ß, y) = F(ß-f- 1, ß-f- I, y -f 2). 

Diese Eigenschaft läfst sich benutzen, um zunächst den Quotienten 
der Reihen 1) und 2) und dann die Reihe 2) oder 1) selbst in einen 
Kettenbruch zu verwandeln. Man erhält nämlich aus der Gleichung 3) 
durch Division mit A’(«, /? -f- i , y -f l) sehr leicht 
A'(g, ß, y) _ u(y — ß)x 1 

y(y + ‘) 



4) 1 



1, y+ 1)' 



F(o, j3 , y-| - 1) 

F(«-f- 1 , |3-|- I , y-f2) 

Hier setzen wir der Kürze wegen 

y%+T)" 

und 

fj», ß, y) 

^ + 1, y-|- 1)' 

Wollen wir durch Einführung dieser Abkürzimgen die Gleichung 4) 
in die möglichst bequeme Form bringen, so wird es zuvörderet nö- 
thig, den auf der rechten Seite dort vorkommenden Quotienten 



5) 



6) 



■ ’/'(“! ß-, y)- 
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Ml*, y 4- *) 

n» + ‘. i3 + ‘, y + 2) 

ebenfalls durch die Function if> auszudrücken. Vertauschen wir zu 
diesem Zwecke die Gröfsen « und ß in der Gleichung 6), so erhal- 
ten wir 



7) 



'fiß, y) = 



f(ß , ", y) 



f{ß, “+ *. y + *)' 

Da die Gröfsen a und ß in F(o, ß, y) symmetrisch verkommen, so 
kann man sie ihre Plätze wechseln lassen, ohne dafs F(ß, ß, y) sei- 
nen Werth ändert; in der That ist 



“i5 ± 4 - . . . 

^ 1 . y ^ J . 2 . y(y + 1 ) ^ 



ßa 



ß( ß-\ - n at« -f- 1) 



+ 



'i’iß , ", yl = 



’f’(/3 + 1 , y + t)- 



= 1 -4- — - -F 

^l.y ^ 1.2.y(y-f-l> 

d. h. ßj y) = f(ß, ", y) aus demselben Grunde hat man auch 

F(a -j- 1 , |3, y -f I) = ^(ßj "+*,)'+*)• Unter Benutzung dieser 

Resultate geht die Gleichung 7) in die nachstehende über: 

F(o, (i, y) 

" "f" ' , y + * ’ 

aus welcher dadurch, dafs man ß -f- i und y -j- 1 für /3 und y setzt, 
die folgende entspringt: 

AT", |3-| - 1 , y-f- 1 ) 

A(“ 1 , ^ M * , y 4“ 2) 

Der liier stehende Quotient ist derselbe, welcher auf der rechten Seite 
der Gleichung 4) vorkommt; substituiren wir seinen Werth dort, so 
ergiebt sich wegen der Abkürzungen in 5) und G) • 

' ’■> 

oder 

H) V-i", ß, y,) = 1 - V’; "’ ‘7+ 1 )• 

Setzt man hier für «, ß, y der Reihe nach |? -f 1, o, y-(- 1 , so wird 

ßß + y + ') 



9) 



*, ", y+ t) = * 



^ + 1, y + 2) 

Substituirt man ferner in 8) « l, ^ + l, y + 2 für o, /?, y, so ist 
10) + + = 

und wenn man für «, ß, y in 8) dei’ Reihe nach jS 2 , o -|- 1 , y -f- 3 
einführt. 
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11 ) 



’('(!* + 2, a + 1, y + 3) = 1 



/(|S-f 2, “-fJ ,_y_+ 3) 

V’(.« + 2, ^ + 2, y-f- 4)’ 



Mau kann auf diese Weise beliebig weit gehen. 

Will man nach einer gefundenen Gleichung eine weitere bringen, 
so substituirt man in die Gleichung H) für «, ß, y der Reihe nach die- 

ä 

jenigeu Grofsen und in der Ordnung, wie sie im Nenner auf der 
rechten Seite der schon gefundenen Gleichung hinter stehen. Ein 
paar allgemeine auf einander folgende Gleichungen dieser Art wür- 
den sein: 



12 ) 



ß-\-”, y-f2«) = 1 



/( o+», 



von welchen die erste als allgemeiner Typus für die Gleichung 8) 
und 10), die zweite für 9) und 11) gilt. 

Substituirt man in jede dieser Gleichungen die nächste, indem 
man bei 8) anfängt und etwa bei 12) aufhört, so wird 
/(“, ß, y) 



ft y) = » — ■ 



1 — 



/(^+G y+0 



1 — 



/(“+i,^ + i,y+2) 



1 — 



+ ?’ ' y+ ^) 

1 — . 



_ ß+», y- l-2/») 

“+"i y+2«-fi)’ 

Vermöge der Bedeutung von ri>(a, ß, y) ist nun 

^ + G y + 0_ » 

- E(«, ß, y) ig(a, ß, y)' 

folglich 



Ä“, ß, r) 



/(“, ft y) 

, “> y +J} 

■ /(«-t-i,^4-Gy4-2) 

, _/ift+A“ + J - y + J) 

* ’ • . _ A “ i’.+i'.'’) 

Mß + " 4- • 1 “ + «, y + 2n -f I) 



und dabei sind die verschiedenen Werthe der mit f bezeichueten 
Function nach 5) folgende : 
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■A“, ß, y) = 



f(ß+ >,“,/ + •) = 

/■(«+!, ^+1, y + 2) = 



/(/S + 2, a+ I, y + 3) = 



X 

y(y+>) 

(ß + O (y+ ‘ 

(7+ iHy + 2) 
(«+ l)Jy + 1 —ß)^ 
(y + 2)(>' + 3) 

(/I + 2) (r + 2 — « ) ^ 
17 + 3)(/- + /0 



u. s. f. 



deren Gesetz leicht zu übersehen ist. 

Um den Kettenbruch 14) ins Unendliche fortsetzen zu können, 
ist zuvörderst noch eine llemerkung iiöthig. Der fragliche Ketten- 
bruch steht unter der Form 




1 " — 

1 — 







I 



(> — P,.) 



Setzen wir hier 1 — so geht der Kettenbruch ganz in die 

Form des Kettenbruches 9) in §. G7 über, und es ist erlaubt, den 
Rest /•,, wegzulassen , wenn sich derselbe für wachsende n unbe- 
grenzt Null nähert, d. h. wenn 

= 1 

ist. Dieser Umstand findet in der That statt; cs ist nämlich 

F(ß -l-n-l-i, a + n, y-L2n4-1) 

p,»=v(^+«+i, “+», j'-»-2«+ ‘ 

= F(« -F n, t, H:J2" + 1 1 

F(o -I-« -f. 1, ^ 4- n -I- 1, y -f. 2// -j- 2) 

4 -i- D j. _L (“- F”) (°~F” + 1 ^2 1 

_ j . (y-|-2«-f T) 1.2.(y-f.2//+ 1 )(y Hh-2/( -f 2 I “ 

4 '!+"+') f + (“+"+< )("4^''-f2):fl-f/»-fl)|j-F« -i-2) ^^, 

‘■'i . (y-|-2«+2) • I .2.(y-J-2/<+2)(y+2«+3) 



und um diesen Quotienten genauer untersuchen zu können, erinnern 
wir an die Definition der sogenannten Mittelgröfse zwischen ge- 
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gebenen Gröfsen. Sind nämlich a, b, r, d, ... beliebige gegebene 
Zahlen, die wir der Einfachheit wegen als sämmtlich positiv voraus- 
setzen wollen, und nminen wir ff die gröfste- und i' die kleinste der 
selben, so heilst Mittelgröfse zwischen a, b, c, rf, ... jede Zahl, die 
nicht grüfser als ff und nicht kleiner als k ist, und sie wird durch 
M{a, b, c, d, . . .) bezeichnet. Von diesen Mittelgröfsen gilt der 
Satz*) 

^0 -hg. +^s +••• 

^0 + -h + ^3 -h • • • 



^ ^ 

- U„’ A,' A,' A,' ■ • ■) 



_1 
A ' 

*^1 t " 3 

vorausgesetzt, dafs der linker Hand verzeichnete Quotient im Zähler 
und Nenner gleichviel Glieder enthält Nehmen wir n so grofs, dafs 
« + », (S + n imd y -|- n sämmtlich positiv ausfallen, so giebt die 
Anwendung dieses Satzes 

_ wf, (« -h») (y-f-2«-f 2) («-t-»)(y-f ä»-f 3) 

' L ’ (“-h”+VHy-h‘'^"+ hr (of-j-n-|-2)(y-f 2n-|-2)’ 

und wenn nun n unendlich wächst, 

, 1 , 1 , ] 

d. h. Lim p,, = 1 . Wir sind demnach berechtigt, den unter No. 14) 






*) Der Beweis derselben lautet: Nennen wir G den gröfsten und K den kleinsten 
B B D 

unter den Quotienten ^ ^ * indem wir dieselben als positiv voraussetzeii. 



so sind die Differenzen 



r ß-* r r 

® 1 ’ ^ ~ A ’ ^ ~ A ’ ' ' 

A„ Ä, Aj 



and 




skmmtUch positiv. Dasselbe gilt noch, wenn man diese Differenzen mit den Factoren 
A^i . . . mnltipliclrt ; demnach sind die Ausdrücke 

d(,G — , A|G — B, , A^G — B, , .... 

B„ — B, — .... 
positiv and ebenso sind es ihre Summen. Man hat demnach durch Vereinigung der in 
jeder Horizontalreihe befindlichen Differenzen 

-f + d, + ...)G -(B^ + B, + B, + ...)>0 
(B„ -f B, + B. + ...) + ^, + -h . . .)K>0 

und hieraus findet man anf der Stelle 



G ^ B, 4- B, -f , . . 

'^0+^1 -f dj + . . . 

K < g» + g | + B, 4- ■ ■ ■ 

^ O + ^ I + ^ + * • • ' 

was mit der im Texte stehenden Behauptung identisch wird, wenn man die erwähnte 
Bezeichnung der Mittelgröfsen anwendet. 
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verzeichneten Kettenbrucli ins Unendliche fortzusetzen; vermöge der 
Bedeutung der P'uuction /' giebt diefs: 

. y + 0 
U(«, ß, y) 

I 

~ “ (y — 

■ y(y+0 



15) 



1 — 



*1+ ^ Hy + » — «)j 
(y + i)iy + 2 i 



(g + l)(y + 1 — (?) -r 

(y + ^'y+^L 

( ß -f 2) )yjfJ — a)x 
(y + 3)(y-f 4) 



1 — 



1 — 



und dieses Resultat ist so lange richtig , als die mit F(a, j? > 
y -j- * ) und /•'(«, ß , y) bezeichneten Reihen convergiren. 

Aus dieser sehr allgemeinen, zuerst von Gaufs entwickelten 
Relation lassen sich neue Kettenbrüche für die wichtigsten in der 
algebraischen Analysis vorkommenden Functionen ablciten. 



§• 71. 

Kettcnbrüclio llir einige der wichtigsten Functionen. 



I. Nehmen wir in Formel 15) /S = 0, so wird F(a, ß, y) = i 
und es bleibt der Zähler allein , stehen , so dafs sich ergiebt: 

“(“ + •) I «(o+l)(o4-2) 



1) * +y + V^+(y + ,)’(y4-2l'"“ + {y+n(y+21 (y+3)' 



+ ••• 



I 



1 — 



y+< 



I . (y4- 1 — «1 ^ 

(y-f l)(y+2) 

(«4- < > <y+ ’) 

. '(y + 2)(y + 3i 



2 . (y -j- 2 — o) 
(y-F 3)Jy + 4) 

1 — . . . . . ! . . . 



Specielle Fälle hiervon sind : erstlich y = o, « = — f», wodurch man 
links die Binomialreihe , und somit die Gleichung 
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(1 



1 + 



1 .(f*+ 1) 



1 — 



1 . 2 



1 + 



1 .(fi— n 

2.5 



1 — 



^(>. + 2)^ 

3 . 4 

2 .'(f* — ^ ^ 

’ + ri--r. ;t" 

erhält, welclie aber nur unter den Bedingungen gilt, unter denen die 
Binomialreihe convergirt; zweitens a=/3= l und dabei x negativ 
genommen, woraus sich ergiebt; 

1 — 4 ^" + 5 ^* — ■ • ■ 

1 



1 + 



1 

- X 
2 



1 + 



i 

273 



1 + 



2 . 2 
3.4 



1 + 



2 . 2 
4 .“s 



1 + 



5 . 3 



5 . (> 

i +7. 



oder nach beiderseitiger Multiplication mit a-. 



3) 



/(t+x) = 



i + 



1 . t 
1 . 2 



1 > x> — 1, 



1 + 



1.1 

2. 3 ■ 



« + 



2 . 2 
37^' 



I + 



2.2 
4 . 5 ■ 



1 . 

Aus dem Kettenbruche in 2) läfst sich noch ein anderer für c‘ 

ableiten. Setzt man nämlich m für ä und — *' für x, so wird 

m 
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-v 



1 — 



- X 

1 



' + 



5 (* + ;) 



I 



^ ’ Fl) 



I + 



1 — 



2 

4 . 5 
» + 



und wenn mau zur Greuze fiü- unendlich wachsende in übergeht: 

1 



e' = 



l 

- X 

j _ t 



* + 



1 

- X 
2 



1 — 



2 . 3 



1 + 



3 . 4 



4 . 5 



1 + 



5 . 6 



6 . 7 



1 — 



^ + 

Schafft man hier der Reihe nach durch Hebung so viel Brüche als 
möglich weg, so geht die vorstehende Gleichung in die einfachere über: 

1 

X 



4) 



= 



1 — 



1 + 



2 — 



3 + 



X 

2 — s 



“ H r 

' » X 

2 

^+2"—T. 

wonach sich auch der Weiili von c näherungsweis berechnen liefse. 
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Nimmt man in der Gleichung 1) o = y=| und setzt x* für x, 
so wird 

1 



1 — 



x* 

i . 3 



1 — 



2» 

3.5 



1 — 



5 . 7 



1 — 

und wenn man beiderseits mit x multiplicirt imd im Kettenbruche 
die Brüche aus den Zählern und Nennern der einzelnen Glieder 
wegschafft , so ist unter der Bedingung t > x ^ — i : 

1 . 1 + _ _ X 

2 1 — X 

' ■ 2^x» 

' 3 



5) 






5 _ 

' ~ 9 



Setzt man hier z l für x, so ergiebt sich für 1 ^ i 5 — 1 ; 
6) arctan z = 



1 + 



1 

3 + 






^ H 4* ja 

’ + i + 



woraus man z. B. für z = l findet 

n 1 



7) 






3 + 



3 + 



7 + 



16 



9 -f • • 

ein dmch sein Bildungsgesetz sehr merkwürdiger Kettenbruch. 

II. Kehren wir wieder zu der Gleichung 15) in §. 70 zurück 

xZ 

und setzen dort für .r, so haben wir 
aß 

Lv « 1 I “(«+ + l)x^ 

K», ft )) - i + j + • • • 

AY «_L, «(o+1)(/S+m^+2)x* 

+ + r. 2 . (y + 1 ) (y + 2ya^7- + - 
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Nehmen wir hier ß = a, lassen dann « ins Unendliche wachsen und 
nennen U und V die Grenzwerthe der Reihensununen für unendlich 
wachsende «, so ist 

3) 1/ = t 4. -4 + — 4- . . . , 

^ 1 . y ^ 1 . 2 . y(y 4 - 1 ) ^ 1 .2 . 3 . y(y 4 -l) (y 4 - 2 )^ ’ 

<4) f'— I I ■_ I „ I ^ 1 

I .(y4-l)f 1 .2.(y4-l )(y4.2)'^1.2.3.(y4.1)(y4u2}(y4:3)'^"' 
und wenn wir auch im Kettenbruche „ für x setzen, darauf ß=. a 

ap 

ins Unendliche wachsen lassen, 
r I 









1 + 



(y + L)iyJdL?l ^ 

X- 

1 j- ( y + V (y-f-3) 

+ 



woraus nach Wegschaffung der Brüche folgt 

'■_ y 



10 ) 






y + 



y + > + - 



y + 24 - 



y + 3 + . . . 

Eine sehr wichtige Substitution ist hier y = i und 4.1- für a-. Man 
erhält durch dieselbe 

ri 



V=i 4- -- 4 - - 
^ 1 . 2 ~ 1 . 



+ 



2.3.2* ' 1 . 2 . 3 .3 . 5 . 2* 



d. i. 



ferner 



= 14- 4 i 1 - 

' 1.2^ t. 2 . 3. 4^1. 2. 3. 4. 5. 6 



+ • 

+ ••• 






1.2.3 ' 1 .2.3.5 



. 2» 1 . 2 . 3 . 3 . 5 . 7 . 2* 



= > + r 



+ 



oder 



2.3 ' 1.2.3.4.5"^1.2.3.4.5.6.7 

c* — e-^ 






i;= 



2 a 



Setzt man auch in dem Kettenbruche y .= | und Ja für a, schafft 
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die Brüche weg und substituirt für (J und I ' die gefundenen Werthe, 
so wird , 

e* — 1 






3 + 






oder 

11 ) 



ex — e-x_ 

' 1 



5 + 



5 -|- — , 

7 -f- • • • 

Hieraus folgt noch, wenn man .r y — i für x eintreten läfst, 



12) 



hin X = — 



I — 



Die letzten zwei Gleichungen sind besonders merkwürdig und 
bieten aufserdem noch durch ihre Form den Vortheil dar, dafs man 
mittelst des in §. (5ü bewiesenen ITieoremes über die irrationalen 
Werthe von und tun x etwas Näheres aus ihnen erfahren kann. 
Bevor wir aber diese specielleren Consequenzen ziehen, schalten wir 
erst eine allgemeinere Bemerkung ein, deren Zweck in der Erklä- 
ning des Unterschiedes besteht, welcher zwischen den hier gegebe- 
nen und den früher in §. C'J entwickelten Kettenbrüchen statt findet. 
Es läfst sich diefs ani jinschaulichsten machen , wenn man die bei- 
den für arclitn z gefundenen Kettenbrüche No. 11) in §.69 und 
No. 6) dieses Paragraphen vergleicht. Di(! Näherungsbiüche jenes 
Kettenbruches sind ; 







u. s. w. 

und sie repräsentiren immer so viel Glieder der Reihe, als sie selbst 
Glieder enthalten. Der Kettenbrucli 6) dagegen giebt 
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1 ’ 





• u. s. w. 

Die einzelnen Nälierungsbrüche sind liier die Stellvertreter von un- 
endlichen Reihen, die in so viel Gliedern mit der gegebenen Reihe 
übereinstiiumen , als der Naherungsbruch Glieder enthält. Dieselbe 
Bemerkung wiederholt sicli für alle Kettenbrüche der §§. 70 imd 71, 
und darin liegt der wesentliche Unterschied zwischen den früliereu 
und den jetzigen Verwandlungen der Reihen in Kettenbrüche. 



§• 

Die Irratioimlitat der nntürlUrhcn Lo^rithineii und der Ludolpii'sclicn Zahl. 

I. Setzt inan in der Gleichung 11) .c = einer rationalen Gröfse 

IM 

gleichviel ob gebrochen oder nicht, und bemerkt, dafs 



ist, so wird 



— e~ 
z-' -p e“ 



e" -t- 1 



«*» — 1 _ 2 

■ ~ -f « 



m 

n 



1 + 



(”■): 
3 + 






ä + 



w 

7 + 



woraos sich nach Wegschaffang der Brüche in den einzelnen Glie- 
dern des Kettenbruches leicht die Relation 
2 m 



1 ) 






e- -f-1 



« + 



3/1 -f* 



5m -f 



7« + . . • 

ergiebt. Da in dem Kettenbruche die Zähler der einzelnen Glieder 
immer = m“ sind, die Nenner dagegen fortwährend wachsen, so raufs 
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früher oder später in demselben eine Stelle kommen, von tvelcher 
aus, abwärts gerechnet, alle Glieder des noch folgenden Kettenbni- 
ches echte Brüche sind. Der Grenzwerth eines solchen Kettenbruches 
ist nach §. 06 irrational, folglich ist es dann auch der Grenzwerth des 
in 1) stehenden Kettenbruches, weil jedenfalls ein Theil desselben 
inational sein mufs. Hieraus folgt unmittelbar die Irrationalität der 
linken Seite in der Gleichung 1) und diefs führt zu dem Satze, dafs 

m 

für jedes rationale m und h die Potenz e" irrational ist - 

Nehmen wir einfacher ii = t, so entspringt der merkwürdige Satz, 
dafs alle ganzen Potenzen der Grundzahl der natürlichen Logarith- 
men irrationale Gröfsen sind. In der Gleichung c‘ = // ist daher 
// iiTational, wenn : rational ist ; soll aber // rational werden, so nmfs 
z — /o// 1 / irrational sein. Das natürliche Logarithmensysteni 
hat also die merkwürdige Eigenschaft, dafs die Loga- 
rithmen aller rationalen Zahlen irrational sind, und hier- 
dm'ch unterscheidet sich dasselbe wesentlich von allen anderen Syste- 
men, die entweder rationale ganze Zahlen, oder algebraische Wur- 
zeln aus solchen zu Grundzahlen haben, weil in jedem dieser mög- 
lichen Systeme rationale Zahlen Vorkommen müssen, zu denen auch 
rationale Logarithmen gehören. 

U. Setzt man in der Gleichung 12) des vorigen Pai'agraphen 
.r= so ergiebt sich leicht 

H 



2 ) 



^ m m 

n » 1 * 

n — - 

5n 



7« — . . . 



Hier können ganz ähnliche Bemerkungen gemacht werden. Es 
mufs nämlich irgend eine Stelle kommen, von welcher abwärts alle 
Glieder des noch folgenden Kettenbniches echte Brüche sind; auch 
tritt hier der Fall nicht ein, dafs von irgendwo an der Kettenbruch 
die Form 



... »' ■ 

I 

' ... 

haben könnte, weil die Nenner «, 5«, 5n, 7« u. s. f. ins Unendliche 
wachsen. Bezeichnen also m und » rationale Zahlen, so ist nach 
§. 66 der Grenzwerth des Kettenbruches rechts irrational und mit- 
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hin ist es auch die linke Seite; d. h. die Tangente eines Bo- 
gens, welcher zum Halbmesser in einem rationalen Ver- 
hältnisse steht, ist incommensurabel mit dem Halb- 
messer. 

Hieraus folgt sehr leicht, dafs die Ludolph'sche Zahl n eine Ir- 
rationalzahl ist Nach §.71 Formel 12) ist nämlich für a: = - 

/( 



it 




Wäre nun ^ gleich einem rationalen Bruche des Halbmessers, etwa 



j , so würde daraus folgen 



m m 




Aber der Grenzwerth dieses Kettenbruches ist irrational und kann 
daher der rationalen Einheit nicht gleich sein. Daraus folgt, dafs 

die Voraussetzung ^ = ^ falsch war und demnach mithin auch n 

selbst, incommensurabel gegen den Halbmesser ist. 

Man kann noch zeigen, dafs irrational ist. Aus Formel 12) 

§.71 folgt nämlich vermöge der Relation t ot .v = 

X* 




oder 

SeUömllch tlgabr. AnalysM dritte Aull. 21 
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Schlufsbetrachtunjj. 



r — X rot X = ^ 

5 — 



und hieraus für .r = - 






(i)’ 

l; 

. (i)' 



7 — ... 



Wäre nun - rational = so würde daraus folgen 






'/ 
/' 

Sy — 



PI 



ay — , 



PI 



7y - . . . 

Der Grenzwerth dieses Kcttenbruclies ist aber irrational und kann 



nicht = 1 sein. .Mithin ist auch 
rational. 



©■ 



nicht rational, d. h. n- ir- 



Schlussbetrachtung. 

Überblicken wir noch einmal die Gesauuntheit der entwickelten 
Resultate, indem wir wiederum den anfangs aufgestellten Unterschied 
zwischen unabhängigen und abhängigen veränderlichen Zahlen hiii- 
zubringen, so sind es hauptsächlich zwei Bemerkungen, die sich, als 
besonderer Aufmerksamkeit werth, hervorheben lassen. 

I. Es war das Geschäft der Buchstabenrechnung, uachzuweisen, 
dafs das Zahlengebiet als ein in seiner Längenrichtung (von — oo 
bis oo) continuirlich fortgehendes betrachtet werden kann und 
dafs sich mit diesen Zahlen die sieben algebraischen Operationen 
ausführen lassen. Nur bei den imaginären Zahlen stöfst die Buch- 
stabenrechnung auf eine nicht so unmittelbar zu beseitigende Schwie- 
rigkeit, Diesen Mangel ergänzt die algebraische Analysis, indem sie 
die eigentliche Bedeutung der imaginären oder besser complexeu 
Zahlen hervorhebt (§. öö) und die Regeln für die Rechnung mit den- 



Digilized by Google 



Schlufsbetrachtunp. 



323 



selben feststellt. Es zeigt sieb, dafs das Zahleiigcbiet nicht aus einer, 
sondern aus zwei Diinensioncu besteht, und es ist dieses Resultat 
um so bemerkenswerther , als damit eine eigenthümliche Verbin- 
dung zwischen den verschiedenen Formen der mathematischen Er- 
kenntnifs hergestellt werden kann. Retrachten wir nämlich die Dinge 
der Aufsenwelt von ihrer mathematischen Seite, so sind sie einer 
dreifachen Auffassuugsweise fällig; wir denken uns dieselben entwe- 
der nach einander an verschiedenen Stellen der Zeit, oder sche- 
matisch geordnet, indem wü’ ihre Stellen durch Zahlen bezeich- 
nen, oder endlich nebeneinander an verschiedenen Stellen des 
Raumes; das Eigenthümliche dabei ist, dafs die Zeit eine, das 
Zahleugebiet zwei und der Raum drei Dimensionen umfafst. 

II. Für die abhängigen Variabelen, also für die Functionen gel- 
ten zwei Bemerkungen, von denen sich eine auf den Inhalt der ge- 
stellten Aufgabe, die andere auf die Form bezieht, in der wir sie 
gelöst haben. 

Die Aufgabe lautete: „eine Theorie der einfachen Functionen 
X® , , leg X ; sin .r, ces x, tun x , enl x , sec x , ese x ; 

arcsin x , arccos x , arctan x , arccol x , 



zu liefern;“ es war kein ursprünglich bekannter organischer Zusam- 
menhang zwischen jenen Functionen, der uns veranlafste, aus der 
unendlichen Menge möglicher Functionen gerade die obigen heraus- 
zugreifen und einer specielleren Betrachtung zu unterwerfen, es war 
nur die äufserliche Thatsache, dafs sie es sind, welche in der Ele- 
mentarmathematik (Arithmetik wie Geometrie) einzig und allein Vor- 
kommen. Dagegen hat uns die nunmehr beendete Untersuchung ge- 
zeigt, wie nahe jene Functionen einander verwandt- sind, sie hat die 
Willkühr, welche in der Wahl des Thema's zu liegen schien, durch 
den Nachweis gerechtfertigt, dafs die genannten Functionen eine 
nothwendig zusammengehörende Gruppe bilden, sie hat endlich die 
Mittel geliefert, um den Übergang von der einen Function zur an- 
deren bewerkstelligen zu können. F.angen wir nämlich mit der Po- 
tenz an, so können wir aus ihr sowohl die Exponentialgröfse als 
den Logaiithmus ableiten, und es bedarf hierzu nur der Formeln 

( 1 j I 

Um j( I -j- = c- , Um — = !z. , 



Mittelst der complexen Zahlen gelangt man von der Exponentialgröfse 
zu den trigonometrischen Functionen und andererseits von dem Lo- 
garithmus zu den cyclometrischen Functionen, so dafs sich der Zu- 

21 * 
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sammenhang z^vischen den Functionen der algebraischen Anaiysis in 
folgendem Schema dai-stellen läfst: 

Potenz 



Expotientialgriifse Logarithmus 

I I 

Goniometrische Cyctometrische 

Functionen Functionen. 

Die einander gcgcnüherstehenden Functionen sind die, Umkehrungen 
von einander ; bei der Potenz fallt die Umkehrung mit ihr selbst zu- 

m _ 

sammen, weil der Ausdruck . 1 “ ebensowohl .c’" als y.c in sich enthält. 

Was endlich die Form luihelangt, unter der irgend eine der 
obigen Functionen dargestellt werden kann, so ist dieselbe nach un- 
seren Untersuchungen eine dreifache; die Reihe, das Product und 
der Kettenbrucli. Diese Formen entsprechen den vier Species; die 
Reihe repräsentirt die Addition und Subtractiou, indem sie durch 
successive Additionen und, bei negativen Gliedern, durch successive 
Subtractionen gebildet wird ; das Product stellt die continuirliche Mul- 
tiplication und der Kettenbrucli die fortgesetzte Division dar. Diese 
Formen, unter welclien die Functionen hier ersdiienen, sind jedoch 
nicht die einzig möglichen, und es läfst sich im voraus absehen, dafs 
man sogleich zu neuen Formen gelangen mufs, wenn es glückt, den 
bisherigen Rechnungsoperationen neue zuzugeselleu. Diese Andeu- 
tung möge genügen ; sie weiter ausführen hiefse die Grenzen der nie- 
deren Analysis überschreiten. 
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[. Die Gleichungen dritten Grades. 

§. 1. Die cubischcn Gleichungen sind unter der allgemeinen 
Form 

+ llx“ -I- (?.r -I- = 0 

enthalten, wobei 91 nicht = 0 sein darf, weil sonst tlie Gleichung 
dem zweiten Grade angehören würde. Man kann daher überall mit 
9t dividiren und wenn man dabei zur Abkürzung 

9t“ ’ '9t ~ ’ 9t“ 
setzt, so hat man die einfachere Fonn 
1 ) .T* -f- jix* -f- ÄT C = 0. 

Bevor wir die Auflösung dieser allgemeinen Gleichung entwickeln, 
betrachten wir erst einige spccielle Fülle, in denen sich die Sache 
sehr einfach gestaltet. 

<!. Wenn C=ü ist, kann man der nunmehrigen Gleichung 

2) ' "f' t*) = ü 

auf doppelte Weise genügen, entweder durch j- = 0 oder durch sol- 
che .r, für welche :r’‘ -f- /i.r ß = o wird; die Gleichung 2) hat 
daher folgende drei Wurzeln 

3) I , 

h. Wenn A = B = o, dagegen C von Null verschieden ist. so 
wird die Gleichung 1) rein cubisch 

4) jr’-fr = o, 
woraus 

3 

X = V— V 
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folgt. Diefs ist aber nicht die einzige Lösung derselben. Setzt man 

a 

nämlich zur Abkürzung C = y, mithin (' = — y“, so hat man 
statt No. 4) 

x“ — j>3 — 0 

oder damit identisch 

U — + yj-f yä) = 0. 

Dieser Gleichung genügt nicht nur ^ = y wie vorliin , sondern auch 
jedes X, welches x* -|- yx -f- macht; die letztere Bejlingung 

führt zu den Werthen 

X = i(— 1 + y— 3) y 

und daher besitzt die Gleichung 4) folgende drei Wurzeln; 

»)j = 

+ V- 3) V- r\ I. = J(- 1 - V- 31 V- 
§. 2. Wir kehren zu der allgemeinen Gleichung 1) zurück und 
wollen zunächst eine weitere Ucdiiction derselben zeigen. Zu die- 
sem Zwecke dient die Substitution 

6 ) x=y-\-A, 

worin y die neue Unbekannte und h eine vorläufig nicht näher be- 
stimmte Gröfse bezeichnet Es wird 

X ' -f ./j ä -f- llx -f C 

= + (3^ + -^1 .'/‘ + + 2.-M y Ä)y -f f/i=> -f + »A y G) = 0 

und wenn man 

7) 5h-\- .4 — Q oder A = — y-/ 

setzt, so fällt das mit y* multiplicirte Glied aus, und die Gleichung 
erhält die einfachere Form 

8) //> A = ü, 
worin « und h folgende Werthe haben: 

fl = 3 As -f 2,-/A -y Ä = — -f B , 

4 = A3 -f- äA -f- r = -f (\ 

Wie man sieht, kommt cs jetzt auf die Lösung der reducirten Glei- 
chung 8) an, denn aus jedem für y gefundenen Werthe ergiebt sich 
ein zugehöriger Werth von .r nach den Formeln 6) und 7), nämlich 

x = y — ^.4. 

§. 3. Um die Gleichung 8) aufzAlösen, setzen wir 
D) y — u-\-v, 

wo « und f zwei neue Unbekannte bezeichnen; hieraus folgt unmit- 
telbar 

yi _ „3 ^ ,,3 3 m, 
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oder, wenn wir recliter Hand «-ff wieder durch das gleichgeltende 
>1 ersetzen, 

!/'■' — — («•' -f = 0. 

Diese Gleichung wird mit der in No. 8) verzeichneten Gleichung iden- 
tisch , wenn man die beiden Unbekannten n und r so wählt, dafs 
3«l' = « , «■’ -f le' = — h 

ist; setzt man 
10 ) 

und crliebt die erste der vorigen Gleichungen atif die dritte Potenz, 
so erhalten jene Bedingungen die symmetrische Fonn 
I, -f5j= A, .^,5^= äV"’- 

Nach einem bekannten, zur Theorie der (lu.adratischeii Gleichungen 
gehörenden Satze folgt nun, dafs ij und die Wurzeln der qua- 
dratischen Gleichung 

5» -f A: — J.n» = (t 

darstellcn und mithin folgende Werthe haben: 



..=-|A-f v>*-f A«='. 

Um ferner it und r aus den Gleichungen 10) zu bestimmen, setzen 
wir abkürzend 



11 ) 



12 ) 



»=]7- >A-f j/{A^ -f 

(J= V'Tä* -f »V«“, 



und haben statt No. 10) 

„ä — o“ =0, 






,,i _ /ja _ 0. 



Diese rein cubischen Gleichungen lassen sich nach §. 1 auflöseu und 
liefern für jede der Unbekannten v und e drei Werthe, nämlich 
«,=«, i',=ß, 

'G = K-1+ 1-3)«. c, = ^(-l -f y-3 )P, 

«, = K- 1 - V- 3 ) ß , «3 = K- « - V- 3) i?, 

und schliefslich ist nach 0) 

,'/ — " e- 

Da jeder Werth von « mit jedem Werthe von r combinirt werden 
kann, so scheint y neun verschiedene Werthe zu habeu; diese An- 
zahl reducirt sich aber zufolge der Bemerkung, dafs .3«<' = — u sein 
mufs, und es bleiben dann nur drei Combinationen zulässig, nämlich 

.'/i = “i + fl . J)» = «2 + '’a . tta = «3 + «’a- 

Die cubische Gleichung 

-f «y -f A = 0 
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besitzt demnach folgende drei Wurzeln; 

1 ^ 1 =“ + ^- 

y*- 2 + 2 ^ 

O -4- ö O ß , y ' -- 

ys = ^ ^2“ V— 3. 

Die erste dieser Formeln wird gewöhnlich die Regel des 
Cardanus genannt, weil Geronimo Cardano sic zi^erst in sei- 
ner Ars magna (1545) bekannt machte, obschon sie ihm von dem 
Erfinder Nicol o Tarta'lea nur gegen das Versprechen der Geheim- 
haltung mitgetheilt worden war. 

§. 4. Im Fall der Ausdruck 1^* positiv ist, haben o 

und ß reelle Werthe, und dann besitzt die cubische Gleich mig nur 
eine reelle Wurzel während i*”*! Hs imaginär sind; dagegen 
erscheinen bei negativen \l>^ jV«“ ‘lie drei Wurzeln unter com- 
plexcr Form. Wie man an Beispielen sieht, können gerade im letz- 
teren Falle alle Wurzeln reell sein; so giebt z. B. die Gleichung 
yS _39y-|_70 = 0 

für « und ß die Werthe 

3 ”* . 

« = ]/— 35+ V— 972, |S = ]/— 35 — lÄ— 972, 
mithin auch für _v,, Vji 2/a imaginäre Werthe, obschon die Wurzeln 
reell sind, nämlich ?/ = 2, y = 5, und y = — 7. Demnach ist in 
solchen Fällen das Imaginäre nur scheinbar*), aber sein Auftreten 
beweist auch, dafs Eadicale nicht immer eine passende Form für 
die Wurzeln einer Gleichung sind; diese Bemerkung wird um so 
weniger überraschen als schon bei den quadratischen Gleichungen eine 
andere, und zwar die goniometinsche Form der Wurzeln nicht unwe- 
sentliche Vortheile bietet. Wir geben daher noch die goniometri- 
sche Auflösung der cubischen Gleichungen. 

Imaginäre Werthe für « und ß können nur dann eintreten, wenn 
n negativ und der absolute Werth von gröfser als JA* ist; 

wir lassen daher — « an die Stelle von a treten und betrachten Glei- 
chungen von den Formen 

y* — ay b = 0 \ 

n und b nehmen wir für sich im absoluten Sinne und setzen voraus, 
dafs 

*) ln der Thnt heben sich die imaginären Orötaen , wenn man die Radicale mii- 
telst des binomischen Satzo in Kcihen verwandett. Pline andere Anfl<>sung dieses so< 
genannten casus irreduciliilis beruht auf der Anwcinlung von Kcttenbriichen, wie zuerst 
Clauaon gezeigt hat (Astronomischr Nachrichten No. 446). 
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oder 4a3 > 27 

sei. Zur Transformation der Gleichung 

14) j/s — ay -f i = 0 
benutzen wir die Substitution 

15) y = r -li» <p , 

wo r und <p einstweilen unbekannt sind; aus No. 14) wird dann 

• u ® ^ 

sin^w sin m + -y = 0. 

Stellt man hierzu die goniometrische Formel 

sin^ ip — J sin ?> -|- sin 3?) = U , 

SO erhellt augenblicklich, dafs beide Gleichungen identisch werden, 
wenn r und <p den Bedingungen 

" 3 * 1 - 



genügen. Die erste dieser Gleichungen liefert den Werth von r, 
nämlich 



16) 




wobei wir das Wurzelzeichen im absoluten Sinne nehmen; die zweite 
Bedingung giebt 



17) 



. , 4Ä 1/27 i» 
sin Sip = —z= y — - 



und da (zufolge der Voraussetzung 4«^!?>-27A^) die rechte Seite 
ein echter Bruch ist, so e.vistirt auch immer ein Winkel 3<p, dessen 
Sinus den angegebenen Wertli besitzt. Die Gleichung 17) bestimmt 
den Winkel .3<r, man kennt daher auch g>, ebenso r nach No. 16) 
und aus beiden erhält man >/ nach No. lüj. Hierbei ist aber die 
Melirdcutigkeit von 3ip nicht zu übersehen. Wenn nändich von einem 
Winkel 3<p = ö nur der Sinus gegeben wird, so existirt erstens ein 
spitzer Winkel o, welchem jener Sinus zukommt, aufserdem haben 
aber auch die Winkel 



2.90® — 4.90“ -|- 9, 6.90“ — 9, 8 . 90® 1 . . . 

denselben Sinus, und daher sind folgende Werthe von q> = 
möglich : 



iO, 2..30®— i», 4.30“ + ^», 6.30®—.^», 

Demnach scheint y = r sin ip unendlich viel Werthe zu haben und 
zwar 



rsin^9, rjrin(60® — js^) , r i/« ( 1 20 “ ^d) , 

/■.wn(180® — ^0), /•«■« (240® -f- -JO), , 

mittelst der Formeln 
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Oie höhcrcu Glcichungea. 

sin (180“ — w) = nn a > , sin ( 1 80 ® m ) = — sin a 
findet inan aber leicht, dafs jene Werthe auf nur drei wirklich ver- 
schiedene zurUckkoinnien , nämlich auf 

^ r sin -JO , r sin (60“ — , 

r sin (240" ^0) = — r sin (60" ^0). 

Zur Auflösung der Gleichung 

— «// 4 = 0 

dienen daher folgende Formeln: 

18 ) I ''=^Vh 

i'/i =i‘sin^(i, y^ = r sin (60‘* — .Vs = — r «« (60" -|- ^O’), 
worin 0 einen spitzen Winkel bedeutet. 

Auf ganz ähnliche W'eise läfst sich die Gleichung 
;/" — ay — 4 = 0 

behandeln; man findet für r denselben Werth wie vorhin, dagegen 

4Ä , . 44 

sin o« = r oder sin o = — , 

/’* r** 

mithin ist S s'owie negativ, und die ^^'ul■zcln sind, den absoluten 
Wertben nach, dieselben wie*früher, besitzen aber die entgegenge- 
setzten Vorzeichen. 

Als Beispiel mag die schon erwähnte Gleichung 
, i/S — 59 y -f 70 = 0 

dienen. Hier ist a = 39, 6 = 70, mithin nach No. I8j 
;=2V13, %r = 0,8580017 — 1 , 

sin 0 = - , loj; sin & — 0, 8731.529 — 1 , 

yi3“ 

O = 48“ 18' 22" 77, 

' = 16“ 6' 7" 59, 

60" — ^&= 43“ 53' 52" 41 , 

60" -f- ((0 = 76" 6' 7" 59, 
log sin JO = 0, 4430282 — 1 , 
ing sin (60“ — • J») = 0, 8409683 — 1 , 

, hg sin (60" -|- J») = 0, 9870963 — 1 , 

<J\ =•<*- •'5010299, //, = -f 2, 
hg //j = 0, 6989700, = -|- 5, 

log (— 1 / 3 ) = 0, 8450980, y^ = — 7. 

.■). Wie nmn aus den vorigen riitersuchungen ersieht, be- 
sitzt die cubisebe Gleichung 

y“ + «.V + * = 

immer drei Wurzeln, die sämmtlich reell sind, wenn JA* ne- 
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gativ ist, unter denen aber nur eine reelle Wurzel vorkommt, wenn 
jV«’ -f- 1/^- positiv ist. Setzt man rückwärts 

' a = Ä— >^/s, b=c~^.4B-^ 
so kommt man wieder auf die ursprüngliche Gleichung 
x' + ./r* -f- »T-fCrrO 

und kann nun leicht entscheiden, unter welchen Umständen dieselbe 
drei reelle Wurzeln hat oder nicht Zufolge der Werthe von « und 
b ist nämlich 

• 4fl» -f 27 b-‘ 

= — öty -f 4^/' (^r — 

jenachdem dieser Ausdruck negativ oder positiv ist, besitzt die all- 
gemein cubische Gleichung drei reelle Wurzeln oder eine reelle Wur- 
zel nebst zwei imaginären Wurzeln. 

Es läfst sich übrigens unabhängig von dem Vorigen direct nach- 
weisen. dafs jede cubische Gleichung wenigstens eine reelle Wurzel 
haben mufs. Betrachtet man nämlich in dem Ausdrucke 

19) x= -I- -I- »X -I- r = .X» -I- ^ 

,r als willkührliclie veränderliche Gröfse, so kann mau dieser immer 

4 ß 

so grofse Werthe ertheilen, dafs der absolute Werth von — |- ^ 

(j 

beliebig klein luid namentlich kleiner als die Einheit wird; es 
4 I( V 

ist dann l positiv, und der in No. 19) angegebene 

Ausdnick hat dasselbe Vorzeichen wie .r“ oder wie x selber. Bei 
selir grofsen positiven x wird also jener Ausdruck positiv, bei sehr 
grofsen negativen .r negativ ; läfst man x stetig von c» bis — oo 
gehen, so ändert sich x^ -f- Ax^ -|- Bx -f- C stetig und geht gleich- 
falls vom Positiven zum Negativen über. Diefs ist nur möglich, 
wenn x-^ -f Ax'‘‘ -f- Bx -j- C wenigstens, einmal den Werth Null 
durchläuft und folglich cxistirt mindestens ein reeller Werth von x, 
für welchen ' 

x=< -f .^x* Äx -f- 6’ = 0 
wird. Dieser Werth heifse Xj ; es ist dann 

mithin identisch 

x^ -|- ,Vx* Äx 

= X* — X, ’ -j- A(x^ _ X, *) -f- Ä(x X, ) 

= (^ — +"i +^i* + 

= (^ — ^i) bf* + ('i + + ^)] 
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Die höheren Gleichungen. 

oder, wenn die Coefficienten von x' und .r“ zur Abkürzung mit 
und Bl bezeichnet werden, 

jt’ -j- Ax* Bx C =z(x — r,) (x* A^x -\- />,). 

Der vorliegende Ausdnick läfst sich auf zweierlei Weise zum Ver- 
schwinden bringen, entweder indem man .r = x, setzt wie vorhin, 
oder indem man dem x einen solchen Werth giebt, dafs 

X* -f ^,x -f =0 

wird. Hieraus folgen zwei Werthe von .r, welche und x, hei- 
fsen mögen ; bekanntlich ist dann 

+ »1 = (i' - ->^l) {X — Xj), 

mithin nach dem Vorigen 

20) x’ -f- Ar* Äx r= (x — ■ X,) (x — X,) {x — Xj), 

und nun sind x = x,, x = x^, x = x^ die Wurzeln der besproche- 
nen cubischen Gleichung. 

Durch Ausfülinmg der in No. 20) angedeuteten Multiplication 
erhält man 

X» + Ax* 4- Bx -f C 

= X» + (X, -f Xj -f X 3 ) X* + (x^Xj -I- X,X^ -f XjXj) X — X,X,Xj, 

mithin durch Vergleichung der Coefficienten gleicher Potenzen von x 

! A= — (x, Xj -f Xj), 

^ = + (XiXj -f- X,Xj 4- X,Xj), 

C — Xi.CjXj. 

Hierin liegt folgender Satz; kennt man von drei Zahlen x,, ,r„ .r, 
die Summe 

Xi + x.^ -f xj = .s 

die Summe ihrer Combinationen zu je zweien: 

X,X.i -f X.X, 4-XjX3=y, 

und das Product 



XlX..jX3 p , 

SO sind X, , X,, .r, die drei Wurzeln der cubischen Gleichung 
x^ — ^x* -J- ^x — p = 0 . ' 

Eine Verallgemeinerung dieses Theoremes wird später Vorkommen. 



II. Die Gleichungen vierten Grades. 

§. (). Durch ähnliche Betrachtungen wie in §. 1 überzeugt man 
sich leicht, dafs die biquadratischen Gleichungen unter der allgemei- 
nen Form 

1) x< ./x’ -f flx* -f- Cx 4- D = 0 

dargestellt werden können; auch sind hier vorerst einige speciellc 

Fälle zu erörtern. 
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II. Die Gleichungen \-iorten Grades. 



«. Wenn A = C = o , mithin 

2 -* -f ÄJ'i* -f O z= 0 

ist, so wird x durch Auflösung zweier quadratischen Gleichungen 
gefunden , nämlich 

x» = — — D, 

•*• = + ]/— 

b. Im Falle X> = 0 hat man statt No. 1) 

X (x^ -|- Ax* -|- fix -|- C) r= 0 , 

mithin entweder 

X = 0 oder x’ -j- Ax^ -j- fix C = 0. 

Die biquadratisdie Gleichung zerfällt dann in eine lineare ^d in 
eine cubiscbe Gleichung. 

<■. Von besonderem Interesse ist noch der Fall C’= A und D= l. 
Die Gleichung 

2) X* 4- Ax^ 4- fix* 4- .^x 4- 1 = 0 

heilst dann eine reciproke Gleichung vierten Grades und läfst sich 
auf folgende Weise behandeln. Da x nicht = 0 sein kann, so darf 
man die Gleichung mit .i* dividiren und erhält 

4_ 4- fi 4- ^ 4- ^ = 0 

oder 

+ y + + = 

Die Substitution 



3, , 

giebt weiter 

/* |- . // 4" fi — 2 = 0 

und daraus folgt 

4) < = — yy7» — fi 4-"2; 
nachdem man t kennen geleimt hat, findet man aus No. 3) 

5) x = — y+yy*- T, 



also zusammen vier verschiedene Werthe von x. 

§. 7. Wenn keiner der vorigen speciellen Fälle statt findet, so 
kann man ein ähnliches Verfahren wie in §. 2 anwenden (Euler’sche 
Auflösungsmethode). Zuerst sei 
6) x = y4-A, 

es ergiebt sich dann 
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Die höheren Gleichungen. 

X* -f .4x0 ^ _|_ rx + fl 

-V* + + -^) .v’ + (6Ä* + hAh + fl) jr» 

+ (4*3 + ,3.^4* + 2fl* + O fl 

+ (//< -f Aho -f fl/,* -j- d, + //) 

= 0 

und wenn 

7) h=z — \A 

genoinraen wird, so verschwindet der Coefficient von >md die 
Gleichung erhält die einfachere Form 

8) y* + fly -f f =: 0. 

Uni dieselbe aufzulöseii , setzen wir 

9) ' ,/ = K -f -f- w , 

wo //, r, w drei neue Unbekannte bezeichnen ; es wird dann 
yO = K* -|- I'* -|- -j- 2 (uv -|- uw ,>«’) , 

lfl3 — («3 + 

= 4 (u*l'* „3u'3 -|- V^H’O) -|- 8 uvw (« -|- I' w) 

= 4 («*?>* «*w* -f- ,>*«!* 1 -|- 8 uvwy 

und wenn linker Hand die Erhebung auf die zweite Potenz ausge- 
fiihrt und Alles nach Potenzen von y geordnet wird 
y* — 2 («* "1“ V* -J- «'*) y* — 8 tti’ u>y 
-f- c* «>*)* — 4 (»*»* -|- H*«i* -f- l>*«i*jJ = 0. 

Diese Gleichung liifst sich mit No. 8) identiticiren. wenn «, c, »r den 
Bedingungen 

4 («* -}- 1'* -J- «'*) = — 2«, 

8 u r «’ = — b, 

a ’ 

16 («*,'* -|- u‘‘w^ -|- = n* — 4r 

unterworfen werden. Setzt man zur Vereinfachung 

10) ' 4«* = , 4i’'‘ = r.j, 4«’* = i ,, 

SO gehen die vorigen Bedingungsgloichungcn in die folgenden 

'1 + ^2 + *.1 ~ . 

"1“2 "I" ■Ij's =: «* ir, 

über und nun zeigt der am Ende von §. 5 bewiesene Satz, dafs 
ij, :j die Wurzeln der cubischen Gleichung 

11) , ^ 2<,-2 _|_ („2 j Ä* = 0 

sind. Da = i® immer das positive Vorzeichen hat> so mufs 

eine jener Wurzeln positiv sein; die beiden anderen sind entweder 
gleichzeitig positiv, oder negativ, oder imaginär. Nachdem man 
ij, durch Auflösung der Gleichung 11) ermittelt hat, findet man 
aus No. 10) 
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“ = + <’ = + l V *» 1 “’ = + 1 

und nachlier >/ aus No. 9). Dabei kann jeder Werth des « mit je- 
dem Werthe des c und «• combinirt werden, was im Ganzen acht 
verschiedene y geben würde. Zufolge der Bedingung » nvw= — b 
verringert sich aber diese Zahl, und zwar bleiben immer nur vier 
Werthe zulässig, nämlich bei positiven Ir. 

'/* = i (+ -- + V^j), 

^3 = H+ V=t + V"_2 ~ V-sG 

üt — i (“ V^i — T 
dagegen für negative h : 

t/. = 1 (+ V=. - 1'5), 

1*5, , Vt — i V'i + V'^a — V-.sG 

|'/3 = i 1- - Vfa + y^a», 

'^4 = i (+ > + V-a)- 

Wenn alle Wurzeln der cubischen Hülfsgleichung 11) positiv 
sind, so werden alle Wurzeln der biquadratischen Gleichung reell; 
anders gestaltet sich die Sache, wenn aufser der immer vorhande- 
nen einen positiven Wurzel, welche heifsen möge, zwei negative 
oder zwei imaginäre Wurzeln und I 3 auftreten. Bei negativen 
und j- ist zu unterscheiden ob, :* = oder z, ^ ist; im er- 
sten Falle befinden sich unter den Wurzeln i/,, ,i/„ 1 / 3 , Ht zwei re- 
elle, die einander gleich sind, und zwei imaginäre; bei ungleichen 
negativen und werden alle y imaginär. Sind endlich und 
Tj imaginär, etwa ’ 

-a = “ + /^ V— '1 =3 = “ — ^ V— ‘ ' 

SO kommen in 12) und 13) die Ausdrücke ' 

]/ a f! ) — 1 und ]/« — ß y — « 

vor, welche sich mittelst der bekannten Gleichung 

"j/ « -F |3 y — 1 

_ j/ V"* + £* + J; ^ |/ > "'1+ ^— f yZT) 

auf die Form y -föy-i bringen lassen; die biquadratische Glei- 
chung besitzt dann zwei reelle und zwei imaginäre Wurzeln. 
Beispielweis sei die aufzulösende Gleichung 

i‘ — Bx“ lOx® -f- 6t X — 195 = 0. 

Für X = y 2 geht dieselbe über in 

#*— 14ir*-f40y — 75 = 0; 
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Hier ist a = — «4, h = -\- 40, c = — 75, mithin lautet die cubi- 
sche Hülfsgleichung 

— 28 J» 4- 496 s — 1600 = 0, 
und ihre Wurzeln sind 

3, =4, s, = 12 + 16 >^, s, = 12— 16V-1- 
Die Formeln 12) geben 

V\ = — 1 + I/5-I-4 y — 1 ^ V— 1 . 

y. = + ' - 1/3 + 4 V -“1 + I/3-4V-I1, 

•V, = + 1 + 1/3 + 4 y-"l - ]/ 3 - 4 +^ , 

y, =— 1 - ]/3 + 4 V- 1 -]/3-4y^”T ; 
unter Anwendung der Gleichung 

1/3 + 4 V— T = 2 + V— I 

erhält man für y die Werthe 

yi= + 3, y, = l— 2+^, .v, = l +2 V^, y,=—b 
und schliefslich 

^i=+3, rj = 3 — 2+— 1 , X3=3 + 2|/^1, = — 3. 

/ 

§. 8. Man kann die allgemeine biquadratischc Gleichung 

14) x‘ + Jxi + Äx* + Cx + D = 0 

auch dadurch auflöscn, dafs mau sie in eine reciproke Gleichung 
vierten Grades umwandelt, deren Auflösung nach §. 6 sehr leicht ist. 
Setzt man nämlich 

15) x = y^ + r, 

wo J die neue Unbekannte bedeutet, 7 und r vorläufig noch unbe- 
stimmt bleiben, so erhält man nach Division mit ij* eine Gleichung 
von der Form 

16) +«|> + ^J* + y^ + d = 0, 
worin o, ß, y, 4 folgende Werthe haben 

4r + .4 

~T~' 

6r> + 3^r + B 

7* 

4r» + 3-^/* + ZBr + C 

r* + .4r» +_ffr* + Tr + /> 

9* 

Die Gleichung 16) wird von redproker Form, wenn 3=1 und y=e 
ist d. h. wenn die Bedingungen 
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<!*■ = r' -|- .-/r» -f -j- Cr -f- fl, 

('i/' + = i/ä -|- 3^/ * + 2flr -f- f, 

/usammen erfüllt sind. Diese geben erstens 

4 ______ » 

1«) q = Vr''4- + fl/* -f-7v -f fl, 

und wenn inan die zweite Ikdingungsgleichung quadrirt und für das 
entstehende //■• seinen Werth aus der ersten Bedingungsgleichung 
siibstituirt, so erhalt man zur Bestimmung vou v die Gleichung 
(4/- + ./J* (/-* -f ./r“ -|- flr* -f Cr fl) 

= (4/ 3 -|- 3 ./r* -|- 2 flr -f T)*. 

Diese scheint vom sechsten Grade zu sein; bei wirklicher Ausrech- 
nung heben sich aber die mit ?•'•, r'-’ unil » * multiplicirten Ausdrücke 

t 

und es bleibt folgende cubische Gleichung übrig 

l‘t) (^/3 — 4 ./fl -f 8 C) /-3 4- ( ,/*fl 2 M : _ 4 fl* -f 1 6 fl) /•» 

4- (./*/ -f 8 .'/fl — 4 BC) r -f- A*D — f* = 0. 



Hierdurch bestimmt sich r und hat jedenfalls wenigstens einen reel- 
len Werth; die Fornjel 18) liefert das zugehörige//, imd aus No. 17) 
erliAlt man die W'erthe von «, ß, y = a und 5 = 1. Die nunmeh- 
rige reciproke Gleichung 

i* + 4- 4. „I 4. , 

kann nach §. U, c durch die beiden quadratischen Gleichungen 
t* oT-f — 2 = 0, |-f-i = T 



ersetzt werden und liefert vier W'erthe von |, denen nach Formel 15) 
vier Werthe von x entsprechen. 

Als Beispiel diene die Gleichung 

X* — 1 0 X* -|- 33 X* — 46 X -|- 20 = 0. 

Zur Bestimmung von i- hat man in diesem Falle die cubische Glei- 
chung 

12 r* — 46 /■* 4- 32 r 29 = 0 , 
deren einzige reelle W'urzel ist 

r — 1 

r — — -j. 

Die P'ormeln 18) und 17) geben 



_ yi9 _ 



2- 



24_ _ m 

V29’ ^“23’ 



mithin lautet die reciproke Gleichung 

V29' ^ 29 y*29 ’ 

sie zerfällt in die beiden quadiatischen Gleichungen 

ScklAnlleb algobr. Aoalytit tlriu« Auf!. 2*^ 
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24 



= 4 + f = ^ 

>29 29 I 

aus denen man erhält 

' _ 2 

~ \ 29 ’ 



I 



Endlich ist 



t — t — < 
y'29 ’ 



> 2« ^ , - 



mithin besitzt die g^egebene biquadratische Gleichung folgende vier 
Wurzeln 



X, — Xj — 5 \ä, , 

= 2 4- V - 1 , X, = 2 - V - T. 

Das in den Formeln lö) bis 19) enthaltene zweite Verfahren 
zur Auflösung biquadratischer Gleichungen, welches vom Verfasser 
im Theile VI. Seite 49 der Zeitschrift für Mathematik und Physik 
angegeben wurde, heniht zwar auf einem anderen Grundgedan- 
ken als die Euler’sche Methode, ist aber doch sehr nahe mit letz- 
terer verwandt Behandelt man nämlich die vereinfachte Gleichung 



".V* "l" % 

nach jenem Verfahren, indem man x, A, H, C, D durch 0, o, t, r 
ersetzt, so geht die cubische Gleichung für r über in 
' n Ä/'“ -f" 1 — 4«'^ -}- * ® '’.l — ■’* — 4* = 0 ; 

mittelst der Substitution 



_ b 

' ~~ 25 



wird die vorige Gleichung zur folgenden 

5^ -}- 2 ff5^ -j- — 4r) 3 — Ä* = 0 , 

und diese stimmt mit der unter No. 11) verzcichneten Euler 'sehen 
Uesolventc überein. 

§. 9. Xus §. 7 ist ersichtlich, dafs jede biquadratische Gleichung 
vier Wurzeln besitzt und zw;u' entweder vier reelle, oder zwei reelle 
und zwei imaginäre, oder vier imaginäre. Nennen wir .t, eine Wur- 
zel der Gleichung 

x< + Ax* -f Äx» 4 Cx + /> = 0 , 

so haben wir 

+ + <'-■«^1 +^=«, 

mithin identisch 



Digilized by Google 




339 ' 



in. Gleichiuigou höherer Grade. 

+ ./a-3 -I- fla-3 -}- Cx + n 

= .r‘ — X* -f- — ^?) -1- — ^\) + ('{* — •»!) 

= (-^ — -^i) + xx] 4 xj -f ^ (x* 4- .rx, -|- x; ) 

+ fi(* + ^,) + q 

= (x — x,)[x^ + (x, 4 .^)x*4- (x’ + .^x, 4-/()x 

+ x^ + ./xj + Äx, 4- ri 

und durch Einführung selbstverständlicher Abkürzungen 
x‘ -J- .4x^ -|- //.r^ -J- f'x D 

= + + ^’i). 

Dieser Ausdruck kann auf doppelte Weise zu Null werden, entwe- 
der fürx = x, wie vorhin, oder wenn .r einen von den Werthen 
erhält, bei denen 

X- -f ,^,x* -|- Ä,x 4 f, =0 

wird; diese cubische Gleichung hat drei W'urzeln, welche .r.^, .i\ 

heifsen mögen und zwar ist nach §. 5 

x 3 4 - ,^,x* 4 Ä,X + r, = (X — X, ) (X — X3) (.c — X J, 

mithin nach dem Vorigen 

X* 4 .4x3 4 ßx? 4 rx 4 
= (x — x,)(x — x,)(x — X3 )(x— xj, ' 
wo nun . 1 ',, x.j, x^, x, die Wurzeln der ursprünglichen biquadrati- 
schen Gleichung sind. 

Durch Ausführung der augedeuteten Multiplicatiou und Verglei- 
chung der Coefficienten von .r^, x* etc. gelangt man noch zu folgen- 
den Relationen: 

./= — (X, 4 X., 4x34x4 

B =4(x,x. 3 4x,Xj 4x,x, 4X.3X3 4X.3X, 4X3X4, 

C =— (XjX.3X3 4 X,XjX, 4 x,XjX3 4X4X3X3), 

l) =4 x,X. 3X3X3 , 

welche den in §. ö, No. 21) entwickelten analog sind und leicht in 
Worte gefafst werden können. 

III. Gleicliiingoii hölieror Grade. 

§. 10. Es liegt sehr nahe, das Verfahren, welches zur Auflö- 
sung der cubischen und der hiquadratischen Gleichungen diente, 
auch bei Gleichungen höherer Grade anzuwenden; man stöfst aber 
dann auf Gleichungen, welche schwerer als die ursprüngliche Glei- 
chung aufzulösün sind. In der That ist auch auf verschiedenem 
Wege bewiesen worden, dafs die Mittel der Algebra nicht hinreicheii, 
um Gleichungen von höherem als dem vierten Grade allgemein d. h. 

22 * 
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in Buchstaben aufzulösen. Es gelingt diefs nur in speciellen Fällen, 
die wir angeben wollen. 

Zunächst erinnern wir an die in §. .ö3 gegelienc Auflösung der 
binomischen Gleichungen. Bezeichnet nämlich « eine ganze po- 
sitive Zahl, so sind die n Wurzeln der Gleichung 

x- = -fl 

unter der Form 




1 = cos 






t sin 



u 



enthalten, wobei A == o, i, 2, . . . (// — O zu setzen ist Auf gleiche 
Weise läfst sich die allgemeinere Gleichung 

.'/” = + '• 

auflösen; man erhält nämlich 

>J = V F» • V^. 

fl _ 

und hier ist im absoluten Sinne zu nehmen, während man für 

n 

V-f t die vorigen « Werthe setzt. 

Die Wurzeln der Gleichung 

x" = — I 



sind unter der Form 



: = V- 1 



(2/. + 1)it . (2X -J- l)jt 

; cos — - - - 4 - ! sin ^ — 

n H 



enthalten, wobei dem k die Werthe 0, 1 , 2, . , . — l) zu geben 

sind. Für die allgemeinere Gleichung 

y" = -r = (-l)r 

folgt hieraus 

n n 

n_ * fl 

und zwar hat man y*' absoluten Sinne, dagegen für V — l die 
vorigen n Werthe zu nehmen. 

Auf die vorigen Gleichungen läfst sich wieder die Gleichung 

zurückfülu-en. Betrachtet man vorerst als Unbekannte, so erhält 
man 

•" = - 

mithin 

fl 

j = |/— ifl + ’ 

und hier müssen folgende Fälle unterschieden werden. Die beiden 
Ausdrücke 
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III. Gleichungen höherer Grude. 

“ = — Ä , ^ = - Ja - * 

können gleichzeitig positiv sein; die Werthe von : sind dann, wenn 
immer [«] und [ß] die absoluten Werthe von a und ß bezeichnen, 

. = . VH , . = V-H . VH- 

Bei positiven « und negativen ß erhält man 

^ =V+^ • VW, = V-1 • VW, 

bei negativen « und positiven ß: 

z = V_“l . VH, : = V-f 1 . vVl , 

bei gleichzeitig negativen « und JJ 

. = v- 1 . VW. -- = V-'i' • Vffl- 

Sind o und ß coniplexe Zahlen, nämlich 

« = — Ja -f- /■ V*~W, = — Ja — / V* . 

SO bringt man sic auf die Xormalform complexcr Zahlen, indem man 
— Ja + / V^ — J a^ = r(cos 6 -J- ' ®) 

setzt; cs ist dann 

z = [r( ros 0 + ' •'/« 5)J". 

Die angedeuteten Wurzclausziehungen geschehen immer nacli den 
Regeln in §§. b'2 und 53; in jedem Falle findet man 2« Werthe 
für t. 

Die Gleichungen 

+ bz” +c = o, 

z*” -j- as“ -f bz'” + r;" 4- rf = 0 
lassen sich auf gleiche Weise behandeln; man bestimmt zuerst 
und nachher : durch Auflösung einer binomischen Gleichung. 

§. 11. Bei manchen Gleichungen, deren Grad eine gerade Zahl 
ist, gelingt cs, sie auf eine Gleichung von nur halb so hohem Grade 
zu reducireu. Wir zeigen diefs erst an einem speciellcn Falle. 

Wenn in der Gleichung sechsten Grades 

-J- .-/x^ 4 ßx* 4 4 V 4 F = 0 

die von Anfang und Ende gleichweit entfernten Coefficienten gleich 
sind , nämlich 

F = I , E= rt, 0= H, 
so hat man einfacher 

II X* 4 ' + ^ (-v* 4 •'■*) 4 G-r“ =0; 

durch X = 0 wird die Gleichung nicht befriedigt, mithin kann .r 
nicht = 0 sein und ebendefswegen darf auch mit .r^ dividirt wer- 
den, wodurch entsteht 
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+ jj) + a[^ + l) + c=o. 

Setzt mau 

3) X -f 1 = / 
und quaelrirt diese Gleichung, so uird 

X- 4- 2 -f oder x* -f- A = ^* — 

die vorige Gleichung, erhoben auf die dritte Potenz, giebt ferner 
-=*+3(x + i) + -’3 = /3 

oder , weil x + j ^ ist, 

xs -I- = — 3/- 

' x’ 

Nach Substitution dieser Werthe geht die ui-sprüngliche Gleichung 
Uber in 

— 3 ^ 4 - ,/ (/2 BI+ C=o 

oder 

4) /3 (Ä— 3)/ + C — 2./ = 0. 

Hat man aus dieser cubiseben Gleichung die Werthe von t bestimmt, 
so erhalt nun nachher .r mittelst der Gleichung 3), nämlich 

5) x = — V + I, 

und zwar finden sich sechs Werthe für .c. 

Auf gleiche Weise kann die Gleichung 

6) X* -{- .^x’ -j- Äx“ -|" “f" "j* = ü 

behandelt werden. Dieselbe ist zunächst identisch mit 

^ + i-i) +Ä j) + fl= 0 

und verwandelt sich, wenn 




gesetzt wird, in die folgende 

/« _ 4/* 4- 2 -f- .4 (/■> — 30 4- Ä (rt — 2) -f- tv -f O = 0 

oder 

7) O (ff _ 4) /i 4-(f_3./,/_j.fl_2Ä4-2=:0. 

Durch Auflösung dieser biquadratischen Gleichung erhält man vier 
Werthe von t und daraus nach No. 5) acht Werthe von x. 
Gleichungen von der Form 

j:>-4- 1 4-./(x'"-' 4 -x)4-ä(x»"-‘4-x*)4-.... 

. . . 4- .M 4- X* •') 4- A = 0 
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oder 

+ J. + (.-■•■ + >,) + 1 (-- + ,i-.) + . . . . 
■■•+“(» + j)+'=" 

heilseu rcciproke Gleichungen und können nach der vorigen Me- 
thode auf eine Gleichung //ten Grades und auf eine quadratische 
Gleichung zuriiekgeführt werden ; einer allgemeinen Darstellung der 
Sache wird es wohl nicht bedürfen. 



!V\ .\ll<>-(‘meinc Ei^enschaFtoii der j;:mzcii raliuiialon alg;C‘ 
hraischeu Fmidioiieii. 



§. 12. Eine ganze, rationale und algebraische Function von .r 
ist bekanntlich unter der Form 

«•o + <^1^ + '■i** + -f- • • ■ + V" 

enthalten, wobei die ganze Zahl « den Grad der fhinction angiebt; 
wir bezeichnen eine derartige Function künftig immer mit Dem 
Werthe .r = 0 entspricht der Functions wertli /'(0|=:C(,; für sehr 
kleine x niufs daher / (.r) nahezu — c„, folglich / (.r) von demselben 
Vorzeichen wie <•„ sein. Diese IJemerkmig kann noch verallgemei- 
nert werden. Es sind nämlich die absoluten Werthe der Quotienten 



ct + l PJ.+3 

C* ’ Cj + i’ fj+l’ 

endliche Grüfsen, wofern keiner der Coefticienten ci, ii+\, etc. 
verschwindet, mithin läfst sich immer eine Zahl 7 finden , deren ab- 
soluter Werth mehr beträgt als der absolute Werth jedes solchen 
Quotienten; man hat dann folgende Ungleichungen 
rt+i < cty 

<•1+* <; •< c» 7“ , 

c*+3 < < rt 



u. s. w. 



Nennen wir ferner ^ den absoluten Werth von .c, multii)licircn die 
vorigen Ungleichungen der Reihe nach mit |*, |*+', etc. und 
addiien, so erhalten wir 



Die willkührliche Gröfse | mag jetzt 
daun 



2<y 



gewählt werden; cs ist 
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oder 



mithin 



d. i. 



• I)ie höheren Oleichunpcn. 

<» + l + (i>*+(^)’+ '■«"'/■• 

+ e*+i 1*^+' -\- rn-2j*+* et|‘ 



a+il*+‘ + e*+2?‘+* + ....<rt|*. 

In Worten lieifst diefs: man kann x immer so klein wählen, 
dafs der absolute Werth irgend eines Gliedes rtj:* mehr 
beträgt als die Summe der absoluten Werthe aller fol- 
genden Glieder. Bei hinreichend kleinen x hat also die Summe 

f*i‘ 4- ct+i a4+‘ ct+»j*+* -f 

dasselbe Vorzeichen wie der erste Summand. 

§. 13. Bezeichnet r irgend einen spcciellen Werth von x, so 
gelten die Gleichungen 

/W = fo + '•|^ + + '■ 3 '“ + + 



/('') =‘'0 +'•!'■ + - + •••• +c,r", 



und aus ihnen folgt 
.f±x)-.r(r) 

X — r 



= Oj e.. 



+ ' 



X — r ■ " X — r ■ • ~ X — r 

Bekanntlich sind die angedeuteten Divisionen ohne Reste ausfülmbar 
und geben 

— =~ = fi 4 Cj (x 4- ») + C3 (x2 4-x»'4- r») 4- .... 






4-...4-xr"-4-r— ), 



welche Gleichung durch Anordnung nach Potenzen von .r die Form 
erhält 

ßx}-Ar) __ , 

X — r 



■ Y« + Yi^ + ya-^“ + • • • + y»-i^* 



Die Differenz der Functionen ist demnach ohne Rest 
theilbar durch die Differenz der Variabelen, und der 
Quotient bildet eine ganze Function des nächst niedrige- 
ren Grades. 

§. 14. Ersetzt man x durch eine complcxe Zahl u -4- ic, so wird 
/(“ + '>) = <•« + c,« 4- («1 — I'*) 4- . . . 

+ '^ 1 '’ + 2f2 «'s -f . . .] 

oder kürzer 

/(" 4- '■'')= f +if \ 

wo U und r reelle Functionen von « und v bezeichnen. Die Norm 
dieses Ausdruckes ist U- 4 - ^ 't mithin jederzeit positiv. Man kann 
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dieselbe beliebig grofs werden lassen, wenn man « und r sehr grofs 
nimmt, dagegen läfst sie sich nicht negativ machen, und daher mufs 
es einen kleinsten Werth der Norm geben. Dieser mag für v = a, 
c = ß eintreten und heifse so dafs 

/(a + iß) = 

ist. Irgend ein von « -f" 'I* verschiedener Werth des x sei 
x = « i'jS 3 (cos 8 -|- ) sin 9 ) , 

wobei cos 9 i sin 9 kurz mit ij bezeichnet werden möge; man hat 
dann 

/(« + >ß + ~v) = '■o + <^1 [“ + 'P + ‘»)1 

+ ‘•i [(“ + '■/*,)' + 2 (a -f iß) zri 4- J 1 

+ 

Nach Potenzen von n; geordnet giebt diefs einen Ausdruck von fol- 
gender Form 

fi«+'ß + '»() =/i" + iß) + + '‘'’i ) -n 

+ (-»/. + '-v,)=V + 

worin M,, iV, , etc. gewisse Polynome bezeichnen, deren 

Werthe sich bei gehöriger Ausrechnung von selber finden. Übrigens 
können mehrere der Gröfscu Af,, A’,, A/j, A\, etc. gleich Null sein, 
und daher wollen wir voraussetzen, dafs die erste von denje- 
nigen Potenzen sei, deren Coefficient nicht verschwindet. Zur Ab- 
kürzung bezeichnen wir ferner /(« -|- 'ß "l“ ndt P iQ und 
haben nun 

P -t- iQ 

— A-^iB+ (.1/* -I- ,A* ) ))‘ -f (.»/*+, -f iAV+,) s‘+' »)*+• -I- . . . . 

Für das bisher willkührliche n setzen wir einmal eine Wurzel der 
Gleichung )j‘ = i , das andere Mal eine Wurzel der Gleichung 
))* = — 1 ; es lassen sich daher solche Werthe von r) angeben, bei 
welchen r\'‘ = i wird , wenn wir unter c die positive oder negative 
Einheit verstehen. Nehmen wir dagegen für »/ eine Wurzel der Glei- 
chung = — 1 , so wird Tj* = -F \ — i = + A. Demnach giebt 
es einerseits Werthe von »/, bei denen 

P -f iQ = ./ -I- -f . . . 4 / (B 4 eA* -I- . . .1 
wird, andererseits auch Werthe von bei denen 

p-l- ,(t = ./ — 4 ... 4- /(Ä 4- 4- . . . .) 

wird. Berechnet man für beide Fälle die Normen, so existiren Werthe 
von tj, welche 

pi 4 Qi _ (.,/a 4 Ä») = 2 e 4 flAj.) 4 . . . . 
machen und ebenso auch Wertho von >i, für welche 

Pi 4 Q^ - (A^ 4 Ä») = 2t _ A.\\) 4 . . . . 
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wird. Bei hinreichend kleinen : haben die rechten Seiten dieser 
Gleichungen die nämlichen Vorzeiclien wie die ersten Summanden 
(§. 12), und da man c nach Gefallen positiv oder negativ machen 
kann, so giebt es immer M'erthe von »j und z, für welche die rech- 
ten Seiten negativ ausfallen, wofeni uiclit lilS’i und BA/i 

— L\ic gleichzeitig verschwinden. Dieses Resultat widerspricht der 
Voraussetzung, dafs .1- -j- li- der Miniinalwcrth der Norm, mithin 
P* -|- Q- — I{i) positiv ist, und der Widerspruch besteht 

so lange als .iMt -f ßAi und BMt — ^Nt nicht gleichzeitig ver- 
schwinden. Da nun die Voraussetzung (dafs nämlich ein Minimum 
der Norm c-vistirt) richtig ist, so müssen die Gleichungen 
./.fh ß.\t = 0 jind ß.Vt — = « 

bestehen, woraus folgt 

-f «.Vj )-' -f (A.i/t — = 0 

oder 

Der Voraussetzung zufolge verschwinden A/* und A)t nicht gleich- 
zeitig, mithin ist 3/^ -|- A',' keinenfalls = o, und datier mufs .4' -|- 
=0 sein ; weil ferner .4 und B reell sind, so folgt .4 = 0, B — o 
d. h. 

A« + iß) = o. 

Hiernacli giebt cs mindestens einen cornjilexen Werth .r = « -f iß, 
für welchen /(.i) = 0 wird, d. h. jede algebraische Gleichung 
hat wenigstens eine reelle oder complexe Wurzel. 

Diefs ist der Fundaraentalsatz der Theorie der algebraischen 
Gleichungen; er wurde zuerst von Gaufs auf drei vei-schiedene Ar- 
ten bewiesen, nachher von vielen Anderen. Der obige Beweis röhrt 
von Legend re her und ist später von Cauchy und Sturm mo- 
dificirt worden. 



§. 15. Nennen wir .r, den reellen oder cotnplexen Werth, wel- 
cher /'(3:^) = 0 giebt, so haben wir identisch 

/■(•»■) =AA —A^i> = U — 

Nach §. i;i geht die angedeutete Division auf, und der Quotient ist 
eine ganze Function (« — i)ten Grades, welche /,(.r| heifsen möge; 
daher ist 



Wenden wir auf /\(.r) wieder den Fundamcntalsatz an, so c.xistiit 
jedenfalls ein Specialwerth .r = .r_. , für welchen /',(.rj) = 0 wird; 
daraus folgt ) = (j,- — .r„) / »(a) oder 
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f(x)z=(x — x^) (.*• — T,)/,(jr), 

wo /j(.i) vom (n — 2)teii Grade ist. Durch Wiederholung dieser 
Schlüsse gelangt man schlicfslich zu /,,_,(.r) = (j" — r), 

und hier ist /,_,(.> ) vom ersten Grade etwa = (.r — .r„) G. Man 
hat demnach 

/(^) = «"o + '’i*' + 

= r(x — xj Ix — x/) (x — x^)...lx — xj; 
die wirkliche Ausführung der Multiplication giebt C als Coefficien- 
ten von x", mithin c, und 

^0 + + ‘‘s-f “ + • ■ • + 

= (x — X,) (X — Tj) (X — Xj) . . . (X — x„). 

Jede ganze Function läfst sich demnach in lineare Fac- 
toren zerlegen, die ebensowohl reell als complex sein 
können. 

Wenn / (x) — 0 wird für x = « + ifJ, so verschwindet / (.r) auch 
für den conjugirten complexeii Werth .c = “ — iß, wie aus §. 14 
leicht zu schliefsen ist. Zwei conjugirte lineare Factoren sind dem- 
nach 

.T — « — iß und X — B -|- //J ; 
sie liefern zusammen das reelle Product 

(.r — b)- -}- — 2bx -{- (b^ jS“). 

Jede ganze Function kann daher in reelle Factoren zer- 
legt werden, die höchstens vom zweiten Grade sind. 

§. 16. Dividirt man die vorhin erhaltene Gleichung 
<’o 4- <^i-r + + ■ • • V" 

= r„(x— X|)(x— Xj)(x— Xj). . .(x— x„) 
durch (•„ und setzt 




so ist auch 

1) U" -f ' -f BjX— " -f . . . -f- o,_.,x -f «, 

^ ( = (x— X,)(x — XjXx— Xj) (x — X,). 

Aus dieser Gleichung lassen sich mehrere Beziehungen zwischen den 
Coeföcienten etc. und den Wurzeln x, , x^, etc. her- 
leiten. ' 

Denkt man sich die rechte Seite der Gleichung 1) durch Mul- 
tiplication entwickelt und alle Partialproducte nach absteigenden 
Potenzen von x geordnet, so erhält man durch Vergleichung der 
Ck)efficienten von x" “ etc. folgende Relationen: 



Digitized by Coogl 




348 



Die höhtTCii Gleichungen, 

fl, = — (.T, + + ^3 + .... + -rj, 

"2 = + ('■ 1^2 + +•••• + 

+ + • • • • + ^ 2 -r. 

"3 = — (•«•l^2^3 + ■• • + 






"« = (— 0"-r,-fäX3 J„. 

Um dieselben allgemein und kurz darstellen zu können, bezeichnen 
« 

wr mit (\ die Summe, welche entsteht, wenn die n Elemente .r,, 
.T„, ■ ■ ■ x„ ohne Wieilerhohmgen zu Gruppen von je k Elementen 
combinirt, diese Combinationen als Producte betrachtet und addirt 
werden; es ist dann 

2 ) «t = (-i)*Ö, 

mithin o, die negative Summe der Wurzeln, Oj die posi- 
tive Summe ihrer Amben, «3 die negative Summe ihrer 
T e r n c n u. s. w. 

Eine zweite Anwendung der Gleichung 1) beruht auf folgendem 
Grenzenübergange. Zur Abkürzung sei 

3) /(j) =3-" -|- fl,*"-' -f flj.r"“*-f fl,_,j:f fl«, 

also nach No. 1) 



/(x) = (x — x^)(x — x^) (r — .T„) ; 

in dieser Gleichung setzen wir r d an die Stelle von 9, dividi- 
ren die neue Gleichung durch die vorige und nehmen beiderseits die 
natürlichen Logarithmen; wir haben dann zunächst 

4, -Jr’! 

Die linke Seite dieser Gleichung ist einerlei mit 



/ 1 -f 



/(r-^ ») — /(xl| 



: /( I + I 



I ^ ) 

wobei zur Abkürzung 

Rx) 

gesetzt worden ist; dividiren wir noch beide Seiten der (ileichung 4) 
durch 9, so wird die linke Seite 

/(I ^ (5) A 1 -j- 5) d .A-r -f- 9) — /(x) 

'~'Ö~ ~ S ■ » f(x) . 'ö 

d. i. vermöge der Werthe von /'(x 0 ) und /'(x) in No. 3) 
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1 /(I -|-d) ({x + »)" — . r" 






+ "i 



(x-l-ö)"-' — 



+ ... . 



Noch etwas besser gestaltet sich dieser Ausdruck, wenn 



— = &’ oder 9 - — 9 x 

■X 



— 1 



«,x— + ..... 



gesetzt wird ; man erhält nämlich 

/[( t 4- (5)AJ 1(1 +»■)”- t (I +»')"■ 

' /(-) r ^ ""r 

Auf der rechten Seite von No. 4) stehen Summanden von der Form 

dividirt man jeden dersellten durch ö und setzt 

= h . 



X — Xt 

so wird jener Summand zum folgenden 

/O ^ /(l + <^r) _J 

9 dj " ^ dt ' X — Xt 

und man bat die Summe 

«) 4LtU . - 

d, X — X, ■ 6 ^ x—x^' 

Die in No. .5) und ti) verzeiclineten Ausdrücke sind gleich und blei- 
ben es, wenn man zur Grenze für verschwindende ^ übergeht. Wie 
man aus den Werthen von d, 9\ d„ dj etc. sieht, convergiren diese 
Gröfsen gegen die Null und zugleich ist 

/( I 4- 



Lim 



— Lim /[(I 4 d)dj j = A = 1 , 



O + a'r-1 

Um ^m, 

mithin bleibt, wenn gleichzeitig in No. .0) füi*/'(x) sein Werth sub- 
stituirt wird, 

nx*~' -f — J^) n,x"-’ (n — 2) «jX*“' -|- . . . 4-J"n^i 

x" 4 a^x"~ ' -f «/^x“-' 4- • • • 4 + "« 



7) 



1 



X X , ' X — X 



1 



+ 



1 



+••••+ - 



1 



Für X = geht die Gleichung über in 

// -f (« — 1) öj -f(ff — 2)fl 4- + 

= r^;4 + r^x,,+ .i3i+---+r=^i- 
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uiul weun man hier die willkührliche Gröfse S so klein wählt, dafs 
der Modulus von jedem der Producte j . . . .r„| weniger als 
die Einheit beträgt, so kann man die Brüche rechter Hand mittelst 
der Formel 

^^=1+,+ .^ + .» + , 

■ moil r I , 

in unendliche Reihen vei wandeln. Die rechte Seite der vorigen Glei- 
chung wird . 

« -f- (JT, Xj -f- • • • • + ^«) ^ 

+ (^H- + + 

+ (^; + + -h ^«1 

+ 

wobei /tir Abkürzung 

sein möge; man hat uun 

" "t“ li'JTL* ^ "il (” — ä) n^l* -f - • • • • 

1 + « J+ + . . . .T+ a._,r- + 

= „ + + + 

Multiplicirt man mit dem links stehenden Nenner die rechter Hand 
befindliche Reihe und ordnet das Produkt nach Potenzen von {, so 
müssen die Coefficienten gleicher Potenzen von | auf beiden Seiten 
dieselben sein; aus der Vergleichung der Coefficienten von 
.... I" ergeben sich hiernach folgende Relationen 

! 0 = 1«, -f- , 

0 = -f- rtjA', S^, 

0 = 3"» 4- <‘i^i + 4- ■'•'a ! 



\0 4 't»-.**! 4 "n-.-'a 4- • • • 4- ''r‘*n-l + 

die Vergleichung der Coefficienten von 4”** etc. liefert noch 
|0 = a,A, -|- a^S„ -f- , 

9) / 0 = ö,+,Ai + rt„Aj 4" 4^ 1 



Mittelst dieser von Newton gefundenen Relationen lassen sich 
aus den blofsen Coefficienten der Gleichung 

x" + a,x*-' 4- ... 4 a,_,x 4- a, = 0 
die Summen der ganzen Potenzen ilirer Wurzeln berechnen, ohne 
dafs man die Gleichung aufzulösen braucht; die Gleichungen 8) ge- 
ben nämlich der Reihe nach 
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_ Hj , 

— 2«,, 

10) Ps = — + — 5«3, 

I 5, = -I- «J — .'!«>, -|- 2n^ 4- ■*«,«, — i«,, 

S. = — + ön>, — öa.a:; — 5<i>, -f 5«,a, 

-f 5a,«. --5«,, 

U. S. W. 

§. 17. Die Newtoii’sdicn Relationen gestatten eine noch viel 
weiter gehende Anwendung, behufs welcher erst einige Definitionen 
vorausgcsdiickt werden niüsscn. 

Eine Eunction luehrer Variahelen ii, r, ir etc. nennt man sym- 
nietrisch, wenn sic ungeäudert bleibt, sobald die Variabelen ir- 
gendwie gegen einander vertauscht w erden. So sind z. B. 

5 (« -|- i’ — 6 

Ul' (« + '0 + ))«’ (e -}- «I). -j- «'« (w -|- «) 

ganze und rationale syininetrische Functionen der drei Veränderli- 
chen H, «■; zu den gebrochenen symmetrischen Functionen gehört 

„ä 4- „s „,1! 

«(’ -J- VW «’«’ 

als Beispiel für irrationale symmetrische Functionen mag die Fläche 
eines aus den drei Seiten //, r, «• construirten Dreiecks gelten, nämlich 
> I 2 ^«^ + '•’äTe's'If — (u* i-‘ ^ w*). 

Wie leicht zu sehen ist. gehört zu einer gebrochenen symmetrischen 
Function, dafs Zähler und Nenner für sich symmetrisch sind, ebenso 
müssen bei irrationalen symmetrischen Functionen die unter den 
Wurzelzeichen vorkommenden Ausdrücke symmetrisch sein; wir ha- 
ben daher nur ganze rationale symmetrische Functionen zu betrach- 
ten, die in Functionen verschiedener Grade eingctheilt werden müssen. 

Die einfachste symmetrische Function der k Variabelen a-, , 

. . . a-, ist deren Summe ; die nächst allgemeinere ist 



IV ■ « , a I 

■*1 + ■*« T ^1 T • • • 
worin a jede beliebige Grofse sein kann. 

mit X(i“) und haben 



’i " 

Wir bezeichnen dieselben 



11 ) ' 

Unter einer sogenannten zweiförmigen* symmetrischen Func- 
tion von .c,, .Cj, . . . .r„ versteht man eine solche, die aus Producten 
von der Form zusamniengesetzt ist ; sie lautet vollständig ent- 
wickelt 
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nß, ßn, ad, ßn, , 



+ + + 



und wird mit £{.r”ii^) bezeichnet. 
Ausdrucke 



I " Pi 




Man erkennt leicht, dafs sie dem 



-(x:+'’+^:+^+..,.+x:+'') 

gleichkomnit , dafs also 

12) 2:(xV) = ^V„iS,?--V„^^ • 

ist Für den Fall ß = a erleidet diese Formel eine Ausnahme, \iel- 

mehr wird daun 



13) ^(xVl = |(^^--S2„). 

Die drei förmige symmetrische Function £(x"y^j>') besteht aus 
Summanden von der Form x"y^z'^ und kann leicht durch Multiplica- 
tion der drei Functionen ^(x“), entwickelt werden. 

Das Product enthält nämlich erstens Summanden von der Form 
.r“+P+>', ferner Summanden von den Formen 

endlich Summanden von der Form es ist also 

.V„A^Aj, = £(x^'+|i+:j 

-f £(x“+(^y; ) -f Z( x“+>y(*) -I £(x(«+J'y“) 

-fj:(xV-n, 

und wenn man für diö drei zweiförmigen Functionen ihre Werthe 
setzt, so erhält man 

14) i: (x"yM = S„ .V,, - .y., - 

In dem speciellen Falle jS = « wird 

lo) £ (x''i/“-’’) i (-^n -'y — “»’a« ~ , 

endlich für y = ß = a 

16) £ (x“j,“s«) = i (.< - 35,, .y„ .f 253,). 

Den weiteren Fortgang dieser Betrachtungsweise übersieht man 
leicht; um £{x“y^zyi/) zu erhalten, würde man ^(x“), £(j/h, 

Z(m^) mit einander multipliciren und alle dreiformigen Functionen 
nach Formel 14) oder l.'>) oder 16) ausdrücken u. s. w. Jedenfalls 
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kann man die zusammengesetzteren symmetrischen Functionen auf 

etc. zurückführen, und da man die Werthe der letzteren unmit- 
telbar aus den Coefficienten «j , « 3 , o, etc. herleiten kann, wofern 
o, ß, Y etc. ganze positive Zahlen sind, so hat man den Satz: jede 
symmetrische Function der Wurzeln j,, x^, . . . x„ läfst 
sich unmittelbar durch die Coefficienten der Gleichung 
ausdrücken. 

Beispielweis lösen wir die Aufgabe, den Inhalt A eines Drei- 
ecks zu berechnen, dessen Seiten die Wurzeln der cubischen Glei- 
chung 

17) X= -J- «jX^ -f OjX-l- «3 =ü 

sind, wobei die Möglichkeit dieses Dreiecks vorausgesetzt wird. Hier 
ist für drei Wurzeln x,, x^, x, die gesuchte symmetrische Function 
A = \ V 2 Z(xä//i] — .^ 1 ), 
ferner nach No. 13) und 11) 

mithin 

A = i 

und schliefslich, wenn die Werthe von und *S', aus No. 10) sub- 
stituirt werden, wobei «4 = 0 zu nehmen ist, 

18) A = 1 V— a? + 

Als zweites Beispiel diene die Berechnung des Productes 

19) F=(Xj — Xj)» (Xj — X,)2 (fj — X,)» , 

worin x,, x^, x, wie vorhin die Wurzeln der cubischen Gleichung 
X» -f «,x^ -f fljx -f «3 = 0 

bedeuten mögen. Die Ausführung der angedeuteten Multiplication 
giebt 

P = 2 (x^y*) — 2.2(x^y“)-|-XjXjX3 £ (xy*)' 

— 6(XiX3X3)2 — 2x,XjX3 .S(x3), 

mithin ist nach den früheren Formeln und wegen XjXjXj = — a,, 
P=S^S^ —Sl — a, (25,Aj — 4 A 3 ) — 6 aJ 
imd durch Substitution der Werthe von S^, »V 3 , 

20) Pz=a]a‘ — 4«|a3 -|- 18 — 4«^ — 27 «J. 

§. 18. Auf den vorigen Untersuchungen beruht auch die Lö- 
sung des Problemes, diejenige Gleichung zu entwickeln, deren Wur- 
zeln die Quadrate aller Differenzen zwischen den W'urzeln einer ge- 
gebenen Gleichung sind. Bezeichnen nämüch x, , x^ , . . . x, die 
Wurzeln der Gleichung 

ScblCmncb alfcbr. AR«1>«is dritte Aiifl. 23 
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X 



21 ) 



' + “i-' 



Die höheren Gleichungen. 



+ ®« = 0 , 



SO denke man sicli erst die Quadrate aller Wurzeldiifcr(!uzeu ge- 
bildet: 



(Xj— ( j, — Jj)2, (j, — xjä, (x,— a-,)*, 

(■^i— -'s)*, (-^i — •»• 4 )“. (-^8 — •r.)’* > 

-ri)*, (j-s— 

K-. — -r.)*, 

und nenne diese Gröfsen, deren Anzahl = in (« — i ) ist, der Reihe 

nach y^, y^, y^ _i/,, wobei y zur Abkürzung für i« (« — l) dient. 

Wird ferner die negative Summe von 1 /,, y^, .. . 1 /, mit />, bezeich- 
net, die positive Summe der aus y,, Vs' gebildeten Amben mit 
6j u. s. w., so sind y^, ...y^ die y Wurzeln der Gleichung 
22) yi -f -i- b^yi-^ -f - . - -f *,_iy *, = 0, 

und es kommt nun darauf an, die Coefficienteu h^, b^, . . . i, un- 
mittelbar aus den in No. 21) gegebenen Coefficienten <ij, . . . «, 
herzuleiten. 

Wenden wir die Newton'schen Relationen auf die Gleichung 22) 
an, indem wir 

setzen, so haben wir 

0=1*. -fr,, 

0 = 2«, -f *,r, -f r,, 

0 = 3«3 -f «, r, -f «I r, -f r, , 



Tr, 

hibJr -f T,), 

\{b,T, +i,r, -f 7 - 3 ), 

es lassen sich also die Coefficienten b^ , b^ etc. finden, wenn man 
die Summen T^, etc. kennt ; es handelt sich daher 'nur noch 
darum, T,, T,, etc. durch n,, etc. oder durch N,, etc. aus- 
zudrücken. Wir betrachten zu diesem Zwecke die Function 

(jj(x) = (x — x,y« -f (x — X,)** -f . . . . -f (x — X,)“, 

setzen darin .r = x , , x, .... x„, und addiren alle entstehenden 
Gleichungen; diefs giebt 

+ 9>(*2) + rfxj) -f — -f 9(x„) 

= (»1 — ^ 2 )" 4 C^i — -^s)" 4 — 4 ('i — O“ 

4 (*2 — •»'i)" 4 4 — 4 - (■«'* — 

4 — ^ 1 )" 4 (■'« — 4 — 4 ('« — *■.-.)"• 



mithin 

23) 



*. = 
*2 = 
b, = 
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Zufolge der Bedeutung von ,?/*,• •• .»/» ist die rechte Seite die- 
ser Gleichung das Doppelte von -|- ,'/t + • • • + mithin 

umgekehrt 

ar* = ()p(jr, ) -J- qpiTj,) -f . . . . -f- <p{x,). 

Die ursprüngliche Function (pio-) lilTst sich auch dadurch in eine an- 
dere Form bringen, dafs man die Potenzen (x — x,)“, (.r — x,)“ etc. 
mittelst des binomischen Satzes entwickelt und Alles nach Potenzen 
von X ordnet; man erhält ohne Mühe 

<p(i) = » x“ — (2^)i -SiX**"' -|- (2A-)j Ajx’* “* — 

und hieraus 

•plxi i -|- -f- 9>(x.) 

= nSu — (2^)i -SjÄtt-l -f- (2A')j — 

Die linke Seite ist, dem Vorhergehenden zufolge, = ar*; rechter 
Hand sind die vom Anfang und Ende der Reihe gleichweit entfern- 
ten Glieder gleich imd können zusammengezogen werden, während 
dagegen der mittelste Summand (ik )i, Sk Sk nur einmal vorkommt 
Dividirt man beiderseits mit 2 und schreibt der Symmetrie wegen 
Ä'o für w, so hat man zur Berechnung von 7* folgende Formel 

24) Tk = (2Xj„A„5„ - (2A),5,5«_, -|- (2A),5,A»_, — . . . . 

. . . -f (- !)*-• (2*)t_, Sk-iSk+i 4- (_ I)* ^ («U)* SkSk, 

mithin für *• = 1, 2, 3, etc. , 

p, =A„5,- Jt, 

25) Ir, = -4A.Ä. -|-3.yj, 

l T’s = - 6 S,S^ -I- 15 - 10 S\, 

u. s. w. 

Nach den Formeln 10) kennt man die Werthe von iS,, S^, etc.; 
die vorstehenden Gleichungen liefern T^, T, , T, , etc., endlich fin- 
det man hj, />„ 63 , etc. aus No. 23). 

Als Beispiel diene die cubische Gleichung 
X» -|- «jx» -|- <r,x -f a, = 0 ; 
wegen a^ = . . . = Q ist dann 

A, = , 

5, = -|- a* — 2a, , ^ • 

•S 3 = — o? + 3a, a, — 3a,, 

S^=-\-a\ — 4a>a, -|- 4a, a, -f- 2aJ, 

5, = — aj -f 5aja, -- 5aja, — 5a,a> -f 5e,a, , 

Se=-\-<- «“>1 + 6«!“s + 

— 12a, a,a, — 2aJ -f Sa\ ; 

fenier erhält man aus No. 25) 

23* 
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Die höheren Gleichungen. 



r, = 3 Ä., — S] = — 6 flj , 

y; = 3 5, - 4 5,3-, + 3 3* 

= 2 aj — 12 ajaj -f 18 aj , 
r, = 5 5, — 6 -f 15 ÄjÄ-, - 10 Sl 
~2 a‘ — 18 aja, — 12 aja, + 57 ajaj 
54 aja^aj — 66 a’ — 81 aj, 

und aus No. 23) 

A, = 2 aj + 6 a, , 

Äj = a; — 6 a>j + 9 , 

*3 = 4 a^Bj — B>^ — 18 a,Bja, -f- 4 a* 4- 27 a“ ; 
die Substitution dieser Werthe liefert die gesuchte Gleichung 

+ 6fV + *3 = 

Der letzte Coefficient ist = — »/j yj und daher das Entge- 
gengesetzte von dem iu §. 17 betrachteten Producte I\ 

Die für y gefundene Gleichung No. 22) nennt man die Glei- 
chung der quadrirten Wurzeldifferenzeii; sie kann bei der 
Untersuchung über die Existenz imaginärer Wurzeln benutzt werden. 
Der letzte Coefficient ist 



= (— >)’ 1^1 y* 1/3 — y<i 

= (- 1)i”''— ) (X, - X,)* (X. - X,)* .... (X, - xj* 

(^2 — ^3)* . ■ . . (Xj — X,)* 



(•r«_, — X,l® 

und heifst die Determinante der ursprünglichen Gleichung .r* -|- 
«,x"- -f . . . = 0 . Hiernach wird z. B. die Determinante der qua- 
dratischen Gleichung 

+ + = 0 



durch 



= — (x, — Xj)® = — (a* — 4a,) 
dargestellt; für die quadratische Gleichung 
ax* -|- 2*x -J- c = 0 



ist 




(ec — **). 



Als Determinante der cubischen Gleichung 

ax* -|- 3*x* -|- 5cx -|- d = 0 
ergiebt sich aus dem Obigen 

J = ~ (4ac3 -j- a^d^ — 3*®c* -f 4*»rf — 6bcd). 

Die Dcterrninantc der biquadratischen Gleichung 
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rtx'* -|- 44 t’ -f“ -|- e = 0 

bildet eincu sehr complicirten Ausdruck, welcher sich indessen kurz 
darstellen läfst, wenn 

.4 = ae — 4 4rf -f- 3c* , 
tt = acc -(- 2 bcil — rtrf® — 4*e — c’ 
gesetzt wird; es ergiebt sich nämlich 

^4 = ^ - 27 Ä*). 

V. Die Discussiun der liölieren Gleichungen. 

§. 19. Wie bereits in §. 10 crwäluit wurde, ist es nicht mög- 
lich, eine in Buchstaben gegebene Gleichung von höherem als vier- 
tem Grade allgemein durch algebraische Hülfsmittel aufzulösen ; sind 
dagegen die Coefficienten der Gleichung in Zahlen gegeben, so las- 
sen sich agch die Wurzeln der Gleichung mit jedem beliebigen Ge- 
nauigkeitsgrade berechnen (s. Abschnitt VI.). Bevor man hierzu 
schreitet, mufs aber untersucht werden, wieviel reelle oder imagi- 
näre Wurzeln die Gleichung besitzt, ob damuter gleiche Wurzeln 
Vorkommen oder nicht, wieviele der etwaigen reellen Wurzeln posi- 
tiv sind, vyieviele negativ, zwischen welchen Grenzen dieselben lie- 
gen u. s. w. Zur Entscheidung dieser Vorfragen dienen mehrere 
Sätze, deren Herleitung uns obliegt. 

Wir gehen von der Voraussetzung aus, dafs die gegebene Glei- 
chung 

/(t) = t" -f tx*-' -I- Ux"-‘ -f . . . -f .i/t -I- A = 0 
mehrere positive Wurzeln a, ß, y, . . . besitze; nach Formel 1) in 
§. 16 können wir dann /(.r) unter folgender Form darstcllen: 

/(t) = (p{x) . (X — a) (t — ß) (t — y) , 

wobei <p{x) eine Function von niedrigerem Grade ist, etwa 
(J)(t) = T* flT*~* -|- 4 t*~* -f- 

Die Coefficienten «, 6, c, etc. können theils positiv, theils negativ 
sein, ihre Vorzeichen werden daher irgend eine unregelmäfsige Reihe 
bilden, z. E. 

+ H 1 1- — 1 

und wir richten dabei die Aufmerksamkeit auf die Anzahl der Zei- 
chenfolgen (-f- -j- oder ) und der Zeichenwechsel (-j oder 

h)v wonach in dem erwähnten Beispiele drei Folgen und fünf 

Wechsel zu notiren sind. Multipliciren wir <p{x) mit x — o, so ent- 
hält das Product wieder gewisse Folgen und Wechsel, deren Anzahl 
sich etwas näher bestimmen läfst, wenn wir das obige Beispiel wie- 
der vornehmen. Die einzelnen Parüalproducte, welche dureh Mul- 
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tiplication mit x und durch Multiplication mit — o entstehen, haben 

nämlich folgende Vorzeichen 

+ +- + + - 

1- — |- + -i hl 

mithin sind die Vorzeichen von 9(1) . (i — n) 

++— + — ±± -I — i-i 

wobei die Zeichen + solange unentschieden bleiben, als die Zahl- 
werthe von a, b, c, etc. nicht näher bekannt sind. Es leuchtet nun 
ohne Weiteres ein, llafs in dem Producte (p{x) ■ (x — «) ebensoviel 
unentschiedene Zeichen verkommen, als Zeichenfolgen in (p(x); wä- 
ren alle unentschiedenen Zeichen positiv, so würde (p(x) . (x — n) si- 
cher einen Zeichen Wechsel mehr als <p(x') haben, weil das letzte Zei- 
chen dies Productes jedesmal dem letzten Zeichen von (p(x) entge- 
gengesetzt ist; ebenso verhält sich die Sache, wenn alle unentschie- 
denen Zeichen negativ ausfallen. Sind endlich die unentschiedenen 
Zeichen theils positiv theils negativ, so nimmt die Anzahl der Zei- 
chenwcchscl um mehr als eine Einheit zu. Atif alle Fälle hat das 
Product gj(x) . (x — a) wenigstens einen Zeichen Wechsel mehr als 
<p(x). Multiplicirt man weiter mit x — /? , so besitzt <p(x) . (x — a) 
(x — ß) mindestens einen Zeichenwechsel mehr als das vorige Pro- 
duct, mithin wenigstens zwei Zeichen Wechsel mehr als <p(x); wie diese 
Schlufsweise fortzusetzen ist, erhellt leicht Gesetzt nun, <p(x) ent- 
halte gar keinen Zeichenwechsel, so würde <p(x) . (x— a) mindestens 
einen Zeichen Wechsel haben, ferner würden in <p(x) . (x — o) (x — ß) 
mindestens zwei Wechsel vorhanden sein u. s. w. Geht man so fort, 
bis die letzte positive Wurzel in Rechnung gebracht ist,* so hat man 
den Satz, dafs /'(x) wenigstens ebensoviel Zeichenwechsel besitzt, 
als positive Wurzeln vorhanden sind, oder umgekehrt, dafs die Glei- 
chung fix) = 0 höchstens soviel positive Wurzeln als Zeichen Wech- 
sel haben kann. ' 

Läfst man — x an die Stelle von r treten, so sind die Wur- 
zeln der Gleichung 

— X) = x" — .-/x""’ -f Bx"—^ — . = 0 

gleich und entgegengesetzt den Wurzeln der vorigen Gleichung 
/'(x) = 0; demnach hat die Gleichung /\xt = 0 soviel negative 
Wurzeln, als /( — .r) = 0 positive Wurzeln besitzt, mithin höchstens 
soviele , als in f ( — .r) Zeichenwechsel Vorkommen. Jedem Zeichen- 
wechsel in /( — x) entspricht aber eine Zeichenfolge in /'(x), also 
hat /(x) = 0 höchstens soviel negative Wurzeln als f(x) Zeichen- 
folgen. Alles zusammen giebt folgenden, von Descartes henühren- 
den Säte: Eine Gleichung besitzt höchstens soviel posi- 
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tive Wurzeln als Zeichenwechsel und höchstens soviel 
negative als Zeichenfolgen. 

- Die vorigen Schlüsse beruhen auf der Voraussetzung, dafs kei- 
ner der Coefficienten A, B, ... M , N verschwindet , also die Glei- 
chiuig lückenlos ist; sie lassen sich aber leicht auf diesen Fall aus- 
dehnen, indem man den fehlenden Gliedern die Coefficienten + 0 zu- 
schreibt. Mit dieser Modification bleibt der Satz allgemein richtig. 

Die Cartesianische Zeichenregcl entscheidet nicht Uber die 
Existenz von reellen oder complexen Wurzeln und kann daher auch 
nur in dem Falle angewendet werden, wo man sich auf anderem 
Wege von dem Vorhandensein reeller Wurzeln überzeugt hat. Ist 
man sicher, dafs alle Wurzeln der Gleichung reell sind, so kann 
man auch die Anzahl der positiven sowie der negativen Wurzeln 
angeben. Es sei nämlich n der Grad der Gleiclnmg, v die Anzahl 
der Zeichenfolgen, tr die Anzahl der Wechsel ; es ist dann einerseits 
p -j- /r = n. Wenn andererseits p positive und ij negative Wurzeln 
existiren, so ist wegen der Realität aller Wurzeln p 1/ = n, mithin 
/» + y = «' + «'■ 

Die obige Zeichenregel giebt ferner 

P ~ 1 5 «’i 

und wenn diese Relationen keinen Widerspruch gegen die vorige 
Gleichung enthalten sollen, so mufs 

p-=w und q = v 

sein d. h. Eine Gleichung mit durchaus reellen Wurzeln 
hat soviel positive Wurzeln als Zeichenwechsel und so- 
viel negative als Zeichenfolgen. 

Als Beispiel diene die in §. 4 aufgelöste Gleichung 
— 39x-f 70=0 

oder 

X» + 0 . X» — 39 X -f 70 = 0. 

Sowohl wenn der Coefficient von .r* mit dem positiven, als wenn er 
mit dem negativen Zeichen genommen wird, besitzt die Gleichung 
zwei Wechsel und eine Folge, mithin zwei positive Wurzeln und eine 
negative, falls alle Wurzeln reell sind. 

§. 20. Wir wollen die vorige Untersuchung noch etwas weiter 
führen und namentlich auf den Fall ausdehnen, wo mehrerp der 
Coefficienten A, B, C, . . . M, N gleich Null sind. 

a. Die gegebene Gleichung sei vom »tten Grade und zwischen 
zwei Gliedern derselben mag eine gerade Anzahl aufeinander fol- 
gender Glieder fehlen ; es ist dann zu unterscheiden, ob die einschlie- 
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fsenden Glieder, zwischen denen die Lücke vorkomint, gleiche oder 
entgegengesetzte Vorzeichen besitzen. 

Im ersten Falle können wir den fehlenden Gliedern, deren An- 
zahl 1k heifsen möge, dasselbe Vorzeichen geben, was die einschlie- 
fsenden Glieder besitzen ; wir haben dann ik -f i Glieder mit glei- 
chen Zeichen und darin 2^ -|- i Zeichenfolgen. Sind nun in den 
übrigen Gliedern noch r Zeichenfolgen, so ist die Anzahl der posi- 
tiven Wurzeln < n — (?; -f 1k -f- 1 Geben wir dem ersten, drit- 
ten, fünften etc. der fehlenden Glieder das entgegengesetzte Vorzei- 
chen, so erhalten das erste und letzte der fehlenden Glieder entge- 
gengesetzte Zeichen (weil eine gerade Anzahl fehlt) und das letzte 
fehlende Glied giebt mit dem nachfolgenden einschliefsenden Gliede 
eine Zeichenfolge, welche die einzige unter den betrachteten ik 2 
Gliedern ist. Demnach mufs die Anzahl der negativen Wurzeln 
■g c \ sein; die Anzahl der positiven und negativen Wurzeln zu- 
sammen, d. h. die Anzahl der reellen Wurzeln, ist daher 5 « — 
(c 2A -j- 1 1 r t d. i. '_u — lk\ und daraus folgt, dafs we- 
nigstens Ik complexe Wurzeln existiren müssen. 

Wenn zweitens die Grenzglieder entgegengesetzte Vorzeichen 
haben, so denken wir uns die fehlenden Glieder erst mit dein posi- 
tiven Zeichen versehen; in den betrachteten ik 2 Gliedern ent- 
stehen hierdurch ik Zeichenfolgen, mithin ist die Anzahl der positi- 
ven Wurzeln ' n — fr ik). Geben wir dagegen den fehlenden 
Gliedern altemirende Vorzeichen, so kommt in den fehlenden Gliedern 
keine Folge vor, und daher ist die Anzahl der negativen Wurzeln 
^ r. Die Anzahl der reellen Wurzeln mufs daher 1: » ~ (.v ik) r 
d. h. i « — ik sein , woraus man wieder auf ik complexe Wui'zeln 
schliefst. Das Bisherige zusammengenommen führt zu dem Satze: 
Eine Gleichung, worin 2^ auf einander folgende Glieder 
fehlen, besitzt wenigstens ebensoviel complexe Wurzeln. 

b. Im Fall die Anzahl der fehlenden Glieder ungerade = ik 
-f- 1 ist, unterscheiden wir wie vorlün, ob die einschliefsenden Glie- 
der gleiche oder entgegengesetzte Vorzeichen haben. 

Besitzen die Grenzglieder dasselbe Vorzeichen, so denken wir 
uns zuerst alle fehlenden Glieder mit dem nämlichen Vorzeichen ge- 
nommen; wir haben dann in ik 3 Gliedern ik -)- 2 Folgen, mit- 
hin sind höchstens n — (r -f- ik -f- 2 ) positive Wurzeln vorhanden. 
Geben wir dagegen den fehlenden Gliedern alternireude Vorzeichen, 
so entsteht innerlialb der fehlenden Glieder keine Folge, mithin ist 
die Anzahl der negativen Wurzeln nicht gröfser als r. Die Anzahl 
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der reellen Wurzeln beträgt demnach höchstens n — (» j- 2 /- -f- 2 ) 
r = « — (2^ V und die der coniplexen Wurzeln wenigstens 
2/- -|- 2. 

Im Fall die Grenzglieder entgegengesetzte Zeichen haben, neh- 
men wir erstens alle fehlenden Glieder mit gleichen Zeichen; in 
‘ 2 k 3 Gliedern entstehen dann 2 ^ -|- t Folgen , woraus sich er- 

gicbt, dafs höchstens n — '(r ‘ik -f- l) positive Wurzeln vorhanden 
sind. Geben wir dagegen den fehlenden Gliedern altemirende Vor- 
zeichen , so erhalten wir jedenfalls eine Zeichenfolge, mithin höch- 
stens V -{- t negative Wurzeln. Demnach wird die Zahl der reellen 
Wurzeln höchstens = u — (r -J 2 ^ -f- 1 ) i = n — ik, wor- 

aus mindestens ik comple.xe Wurzeln folgen. Alles zusammen giebt 
den Satz: Eine Gleichung, worin ‘ik -}- i aufeinander fol- 
gende Glieder fehlen, hat wenigstens 2X -|- 2 oder 2Ä com- 
ple.xe Wurzeln, jenachdem die einschliefsenden Glieder 
mit gleichen oder mit entgegengesetzten Zeichen ver- 
sehen sind. 

Man kann diese Untersuchungen leicht auf den Fall ausdehnen, 
wo in der gegebenen Gleichung mehr als eine Lücke vorkommt; 
wir überlassen diefs dem Leser. 

§.21. Denkt man sich in einem Ausdrucke von der Form 

F(j’) = (.r — n, ) (X — Oj ) . . . (X — «1 ) 

.r als stetig veränderliche Gröfse und giebt ihr continuirlich alle 
Werthe von — oo bis -f- oo, so ändert l\x) mehrmals sein Vorzei- 
chen und geht au den Stellen .i = o,, , . . . «j durch Null hin- 



durch; daraus folgt, dafs der reciproke Werth 



an denselben 



Stellen eine Unterbrechung der Continuität erleidet und entweder 
von -|- ot nach — oo oder von — oc nach -f- oc überspringt. Das- 

d>( r) 

selbe gilt von der allgemeineren Function ,, ' vorausgesetzt, dafs 

tyx) 

deren Zähler und Nenner nicht gleichzeitig fürx = o,, etc. ver- 
schwinden. Die hieran sich knüpfenden Fragen wollen wir genauer 
untersuchen, da sie offenbar in naher Beziehung zm’ Iheorie der 
Gleichungen stehen; dabei mögen cp(x) und 4 >{.v) immer zwei ganze 
rationale und algebraische Functionen von .r bedeuten, die nicht 
gleichzeitig verschwinden. 

Wenn .v das Intervall x = « bis .r = stetig durchläuft, so 
kann es geschehen, dafs der Quotient mehrmals, etwa m-mal, 
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von — oo nach -f- oo überspringt und »-mal von ^ 

m( t\ 

die Differenz m — n nennen wir dann den Excefs von -f 7 bezo- 
gen auf das Intervall .1- = o bis .v = b, und bezeichnei{ denselben init 

. v-W ■ 



Die Function 



(P(3-1 



welche der vorigen gleich und entgegenge- 



setzt ist, hat den Excefs n — m\ daher gilt für jedes Intervall die 
Gleichung 

E ! — = — £ 5 ^. 

Es sei ferner > 



a 

und der Plxcefs der reeiproken Function 

. _ * P(^) 

‘ ~ a <P(X)’ 

SO kann man auf folgendem Wege eine Gleichung zwischen e und 
e finden. Unter der Voraussetzung, dafs die reciproke Function 
»/-mal von — 00 nach -f- 00 und »'-mal von -J- 00 nach — 00 über- 
springt, hat man gleichzeitig 

ezizm — « , e =. in — n. 



Die reciproke Function wechselt ihr Zeichen jedesmal, wenn ent- ' 

weder 9>(j) oder t/d^) das entgegengesetzte Voraeichen annimmt; sie 
geht demnach so oft aus dem Negativen durch Null hindurch in’s Po- 
sitive, als ihr Zahler denselben Weg macht d. h. sovielmal, als 

die ursprüngliche Function aus — 00 nach -f- 00 überschlägt, 

nämlich m-mal; sic geht ferner so oft aus dem Negativen durch das 
Unendliche hindurch ins Positive, als ihr Nenner q>ix) vom Nega- 
tiven durch Null hindurch in’s Positive Übertritt d li. ?n'-mal. Nen- 
nen wir daher u die Gesammtzahl der Übergänge vom Negativen 
zum Positiven , so ist 11 = m m. Eine ähnliche Betrachtung gilt 
für die Übergänge vom Positiven zum Negativen; die Gesammtzahl 
derselben ist v = » -j- n. Daraus folgt 

e e’ = (m — « ) -|- (»/ — »') = (in m) — (»-[-»’(=> — v, 
und es kommt nun darauf an , die Differenz g — v zu ermitteln. 

Hierzu dient die Betrachtung der Werthe, welche der Bruch 
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an den Grenzen des Intervalles .r = a bis x = n erhält Sind 

nämlich ~~ und von gleichen Vorzeichen, so gehen die Zei- 
<p(a) <p{b) 

chcnwechsel, die innerhalb jenes Intervalles erleidet, entweder 
nach dem Schema 



ty(Ä) 

<P(«) 

H 1 1 hl 

oder auf folgende Weise: 

't>(^ 

9>(«) 9>(i) ’ 

1 1 1 

und in beiden Fällen sind ebensoviel Übergänge vom Negativen zum 
Positiven als vom Positiven zum Negativen vorhanden; es ist daher 
ft = V und 

e-j-e'=:0. 

Wenn zweitens das negative, das positive Zeichen hat, so 

gestaltet sich die Zeichenreihe folgenderraaafsen 
’M'G i>(b) 

<p(<0 

1- 1 1 hl 

und es ist fl = V ' 1 mithin 

c + e' = + 1. 






Endlich hat man bei positiven — und negativen — - folgende 






<p(al 



q>(i) 



Zeichenreihe: 



M'i) 6) 

9>(») <Ptbj' 

H 1 1 1 — > 

woraus folgt f» = v — i und 

e -j- / — — 1 . 

Das Bisherige zusammen fuhrt zu dem Satze, dafs die Summe 

» <P(Xl a 

= O^oder = -f- 1 oder = — i ist, jenachdem die Vorzeichen von 

, , und - , eine Folge, oder einen Wechsel von Minus nach Plus 
<p(«) ipiil ^ ’ 

oder einen Wechsel von Plus nach Minus bilden. Beachtet man 
noch die Vorzeichen der einzelnen Functionen tp(a), <p(6), f(i), 
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SO kann man folgendes Theorem aussprechen: Die Excesse der 

reciproken gebrochenen Functionen und bezo- 

<jo(x) 

gen auf das Intervall . 1 : = « bis .» = ft, geben zusammen 
Null, wenn <p(n) und tt«), sowie yift) und %>(_b) gleichzeitig 
eine Folge oder gleichzeitig einen Wechsel bilden; da- 
gegen ist jene Excefssumme = -|- l , wenn <p(«) und ^a) 
einen Wechsel, <p{b) und eine Folge zeigen; sie ist 
endlich = — 1 , sobald bei <p(a) und ip(a) eine Folge, bei 
tp(b) und ein Wechsel statt findet 
Zufolge dieses Tlieoremes ist 



-f., 

(p(x) ' 






wo t einen der Werthe 0, -I- 1 , — 1 hat. bedeutet nun eme 

<p(x) 

echt gebrochene Function, so ist unecht gebrochen und kann 
daher durch Division in eine ganze Function Q und in einen echt 
gebrochenen Rest zerlegt werden , nämlich 



= « J- ■ 

die Function Q geht niemals durch das Unendliche hindurch, daher 
hat denselben Excefs wie , und es ist mit dem Vorigen 
zusammen 



oder 



ip(xj %’tx) 






E 



I l ■ 



<p(x| ( 

Der Excefs der echt gebrochenen Function 



<p(x) 



kann 



demnach auf den Excefs der gleichfalls echt gebroche- 
y( ^ 

neu Function deren Nenner von niedrigerem Grade 

ist, zurückgeführt werden. 

§. 2'J. Die mehrmalige Anwendung dieses Fundamentalsatzes 
führt zu einer allgemeinen Formel für den Excefs einer beliebigen 

echt gebrochenen Function. Ist nämlich V die gegebene Func- 
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tion, so dividire man zuerst den Nenner durch den Zähler, bezeichne 
den ganzen Quotienten wie oben mit Q, und nenne f\{x) den mit 
entgegengesetzten Zeichen genommenen Rest; cs ist dann 

fM) /iW’ 

man wiederhole nun dieses Verfahren und bilde die ähnlichen Glei- 
chungen 

/ü (5} n 

/sW’ 



fn(x) ’ 



/»-.W 



SO ist in der Reihe der Functionen / (.r), /\(x), f^(x ) . . . fjx) jede 
folgende von niedrigerem Grade als die vorhergehende, mithin mufs 
diese Reihe einmal aufhören, da Functionen negativer Grade nicht 
Vorkommen können; ist nun /„(x) die letzte der betrachteten Func- 
tionen, so ist der letzte Quotient entweder eine ganze Func- 
tion oder eine blofse Constaute. Zufolge des oben bewiesenen Fun- 
damentalsatzes gelten jetzt folgende Gleichungen: 

/(?) -^7,W + '*’ 



E 



fi(^) _ £/»<■') 
fx'xx) fi{x) 



+ *1 > 



pf3^x), I 



= E J. £ 



addirt man dieselben unter Beracksichtigimg des Umstandes, dafs 
ist, so erhält man 

^ = *0 + +*» + ”• + *»-i) 

und es handelt sich nun darum, die Summe der Gröfsen e^. 
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. f, , zu bestimmen. Wir erinnern dabei , dafs irgend eine 
dieser Gröfsen, z. K. f„, in der Gleichung 

_L . 

.A,(x) - /„;,(x)+*" 

vorkommt und den Werth 0 hat, wenn f„{n) und /„+,(«) zugleich 
mit /„fA) und /«+,(*) eine Folge oder einen Wechsel bilden, dafs 
dagegen ' oder = — l ist, jenaebdem das erste Paar einen 

Wechsel und das zweite eine Folge, oder das erste eine Folge und 
das zweite einen Wechsel giebt. 

Man bilde non die beiden Reihen 



A) ./■(«), /,(«), /j(u), /,(a), 

15) ßb), AW, A(>'), /.(*), 

und achte auf die Vorzeichen aller dieser Functionswerthe; die An- 
zahl der in A) vorkommenden Zeichenfolgen sei (•„, die Anzalil der 
Wechsel sei jc«, und ebenso bezeichne r* die Anzahl der Folgen, 
jp* die der Wechsel in dei- Reihe R). Ferner ist zu unterscheiden, 
wie oft Folgen oder Wechsel in beiden Reihen unter einander ste- 
hen; es können nämlich zusainmeutreifeu 
in A) Wechsel, Folge , U'echsel , Folge, 

in R) Folge , IFechsel , Wechsel, Folge, 



/» . ? . r , s , 

und dabei mögen die Ruchstabeu i>, </, r, s angebeu, wie oft die 
entsprechenden Combinationen Vorkommen. Zufolge der Regel für 
haben p der Gröfsen t den Werth l , y derselben den Werth 
— 1 , und /■ -p i von ihnen sind = 0 ; daraus folgt 

Ferner ist die Gesammtzahl der in A) vorkommenden Folgen = </ 
-|- s, mithin 

*’o = ? J , 

und ebenso ist die Anzahl der Wechsel 

für die Reihe R) hat man analog 

und diefs giebt, abgesehen vom Vorzeichen, 



»'a — e* = Ufa — Ws -=p — g , 

mithin nach dem Vorigen 






A^) 



= l'a — Vt=Wa 



■Ws, 



Zur Aufsuchung des Excesses einer echt gebrochenen Function dient 
nunafolgende Regel: Aus den gegebenen Functionen /'(x) 
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und fi(-r) leite man durch die beschriebenen successiven 
Divisionen die neuen Functionen /'sWi / 3 (-i)i • • • /•(•^) 
bilde die beiden Reihen 



/(.»), /i(“)i ••■ •/«(«). 

/(*), ./■»(*) /»(*), 



und zähle die darin verkommenden Zeichenfolgen Va 
und rt oder die Zeichenwechsel ^CoUnd lc*; der Excefs 

von , bezogen auf das Intervall .t = a bis x = h, ist 
!(x)' ^ 

dann = la ~ »» = »„ — »/-j. 

Gebrochene Coefficienten vermeidet man bei diesem Verfahren 
dadurch, dafs man !{x), /',(.r), /äf i), etc. mit passenden Zalilen mul- 
tiplicirt, wodurch sich die Exccsse nicht ändern. Beispielweis mag 
der Excefs von 



h X* — 30 -1- Ö 

X® — 10 x^ e X 1 

für das Intervall .r = — i bis .t = -|- 2 bestimmt werden. Hier ist 
J\x) = X* — 10 X* 6 X -j- 1, 

/,(x) = 5 x‘ - 30 X* -f- 6, 

/j(x) = 20 x^ — 24 X — 5 , 

/s W = 96 X» — 5 X — 24 , 

, /,(x) = 43651 X + 10920 , 

/j(x) = 4- 13374559296; 



für X = — 1 sind die Werthe dieser Functionen: 



-f4, —19, —1, -|-.77, — 32731, -f 1337 , 

und für X = + 2: 

— 35, —34, + 107, + 350, + 76382, + 1337 

Die erste Reihe enthält vier, die zweite einen Zeichenwcchsel ; zwi> 
schen den angegebenen Grenzen ist also der gesuchte Excefs = 4 
— 1=3. 

§. 23. Einer besonderen Untersuchung bedarf der specielle Fall, 
wo mehrere Glieder der Reihen A) und B) verschwinden. Da n und 
b willkührlich sind, so können dieselben immer so gewählt werden, 
dafs weder /'(«) noch f\b) den Werth Null hat; die Frage ist dann, 
wie sich die Sache für die übrigen Functionen gestaltet 

Im Fall es einen Specialwerth x = S giebt, für welchen zwei 
benachbarte Functionen /„(x)und gleichzeitig verschwinden, 

bedarf es nur der Erinnerung an die Gleichungen 
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' /(^) = (>/,(l) -/*(«!, 

/.U) = y,/ü(i) -/»(i), 

/— ,U) = ym ./JJl -/«+,(!), 

/„(I) = P» 

^ ./„-.(S) - /,ui , 

um einzuselien, dafs alle vurlieiiiehenden und alle naclifolgendeu 
Functionen gleichzeitig verschwinden müssen, dafs also /(|) = 0 
ist. Zufolge der gemachten Voraussetznng hat aber weder /'(«) noch 
f[b) den Werth Null, mithin können und weder für 

X = a noch für .r = h gleichzeitig verschwinden. In den Reihen 
A) und R) sind also zwei benachbarte Glieder nie gleiclizeitig Null. 

Wenn nur /„(J) verschwindet, so folgt 
d. h. die beiden Glieder, zwischen denen ein Glied wegfallt, besitzen 
entgegengesetzte Vorzeichen. 

Hiernach ist der Fall leicht zu beurtheilcn, wo in der einen 
Reihe ein Glied, in der anderen keines fehlt. Wenn nämlich /«(u) 
= 0 ist, so folgen die drei Glieder /„_,(«), /mt«), /«+,(") entwe- 
der mit den Zeichen -f , 0, — , oder mit den Zeichen — , 0, -f-, auf- 
einander, und wenn man der Null einmal das positive, das andere 
Mal das negative Zeichen ertheilt, so hat inan folgende vier Fälle 
+ 1 — ; — 1 +) +> 

“I“ 1 » » ) » “1“' 

Jede dieser Coinbiuationen enthält, einen einzigen Zeichenwechsel 
und liefert daher beim Zählen der Zeichenwechsel einen Reitrag 
= 1. Überspringt man dagegen das fehlende Glied ohne Weiteres, 
so giebt jede Combination gleichfalls nur einen Zeichenwechsel, und 
es ist daher für die Anzahl der Wechsel (nicht aber der Folgen) 
ganz gleichgültig, ob mau dem fehlenden Gliede irgend ein Vorzei- 
chen ertlieilt und cs luitrecbnet, oder ob man es unbeachtet läfst. 
Dafs die Sache sich ebenso verhält, wenn mehrere nicht benachbarte 
Functionen in A) ansfallen, ist leicht einzuseben; dasselbe gilt von 
der Reihe R). Die im vorigen Paragraphen aufgestellte Regel zur 
K.xcefsbestimmung bleibt daher, auch wenn die Reihen A) und R) 
Lücken enthalten, ganz ungestört, sobald man nicht die Folgen, son- 
dern die Wechsel zählt; nur müssen a und b so gewählt sein, dafs 
weder /(a) noch j\b) verschwindet. 

§. 24. Um nun die Theorie des Excesses auf die Gleichungen 
anzuwendcu, kehren wir zur Formel 7) in §. 16 zurück. Setzen wii- 
zur Abkürzung 
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1) /(x) = x" + fl,x“-‘ 



2) /i(.r) = «.i"“' + (”— “i*"''’ + (» — 2) + ••■ + 

und bezeichnen mit ... die « Wurzeln der Gleichung 

/■(.r) = 0 , so haben wir nach der genannten Formel 

3 ) I ‘ I _L ' 

und dabei sind alle Nenner von einander verscliieden, wenn 
. . . of„ von einander verschieden sind , ^yas wir für jetzt immer vor- 
aussetzen wollen. Irgend eine der Wurzeln sei «i und es bezeichne 
ö eine sehr kleine Zahl wenigstens kleiner als die kleinste aller 
Wnrzelditferenzeu ; lilfst mau nun .< von .r = «j. — 6 bis .r = c* -|- ö 

sich stetig andern, so erleidet der llruch - — an der Stelle j: = 

.»• — o*. 

eine Unterbreclumg der Continuitiit und springt von — oo nach 
über, während alle übrigen Brüche endliche Gröfsen bleiben; die ge- 
brochene Function 



geht daher gleichfalls für x 



«i von — oo 



nach -|- CIO über. Umgekehrt ist auch leicht zu sehen, dafs diese 
sprungweise .\nderung voii y' i' “ eintreten kann , wenn .c 

einen der verschiedenen Werthe o^, ... o„ erhält. Wenn nun .r 
ein willkührlich gewähltes Inter\'all .r = a bis .r = b stetig durch- 
läuft und dabei ^ ^ mehrmals, etwa ?«-mal, von — no nach oo 

überspringt, so müssen auch m der Gröfsen o^, . . . zwischen 
X = a und X = b enthalten sein, d. h. in dem Intervalle x = a 
bis X — b liegen uotlrwendig ebensoviel von einander ver- 
schiedene Wurzeln der Gleichung /'(x) = ü, als der ent- 

sprechende Excefs von ' beträgt. 

^ /(xj 

Läfst mau z. B. x das reelle Intervall x = o bis x = oo 

durchlaufen, so erhält man die Gesammtzahl der positiven Wurzeln 

0 

ebenso ist die Anzahl der negativen Wurzeln 

mithin die Anzalil der reellen Wurzeln = p <i und die Anzahl 
der imaginären = ;t — f/' + fj)- ‘ 

Um diefs auf die Gleichung 



— 10 x“ öx -|- 1 = 0 



ScbUimilcIi al^br. Analysis drille Aull. 



lM 
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anzuwenden, hat mau noch Formel 2) 

f^(x) = oi* — 50 X* -f- t> 
und wie im vorigen Paragraphen 

f^ix) — 20 .r* — 24 I — 5, 
f^(x) = 96 x' — 5x — 24, 
/,(x) = .'i3651 X 10920, 
/jj(x) = 13374559296. 



Setzt man der Reihe nach 

x== — O..’, - 4, —5, — 2, — 1, 0, 

so erhalten die obigen Functionen folf. 


+ ^ 1 + 2 , -j- 5 
;cnde Zeichen: 


, + 4 , 4- oc . 


.7; 








1 ./a»») 








— 




T+ ' 


— 


r + ■ 


1 


+ 


5 Wechsel 


— 4 


j — 


+ 




i 4- 




+ 


5 


— ^ 1 


! + 


+ 


— 


! +. 


— 


+ 


4 


— 2 


+ 


— 


— 


• + 


— 


+ 


4 


— - 1 


+ 


— 


— 


+ 


-- 


+ 


4 


'o 


+ 


+ 


— 


— 


+ 


+ 


2 


+ » 


— 


— 


— 


+ 


' + 


+ 


1 


+ 2 


1 


— i 


+ 


+ 


' + 


+ 


1 


+ 3 


— 


+ 


+ 


+ 


+ 


+ 


1 


•+■ 4 1 


! + 


+ 


+ 


+ 


i + 


: + 1 


0-, - 


-t- r«! 


+ 


+ 


+ 


+ 


+ 


1 + 


0 


Zwischen 


.r = 


— 4 und 


X =r — 


- 3 liei 


gt demnach eine 


1 Wurzel, weH 



im letzteren Falle ein Zeichenwcchsel weniger vorhanden ist; zwi- 
schen .1 = — 1 und .r = 0 liegen zwei Wurzeln , zwischen .r = o 
und .r = -f- 1 ist eine , zwischen ,r = -|- 3 und .7 = -|- 4 wieder 
eine Wurzel enthalten. Die Gleichung besitzt demnach drei negative 
und zwei positive Wurzeln, mithin keine complexe Wurzel. 

§. 2ö. AVir haben im Vorigen immer angenommen, dafs siimmt- 
liche Wurzeln der Gleichung /\.r) = 0 von einander verschieden 
sind, cs ist daher noch zu untersuchen, wie sich die Sache in dem 
Falle gestaltet, wo unter den Gröfsen ... «„ mehrere gleiche 

Vorkommen. Gesetzt nun. es waren nur k von einander verschiedene 



Wurzeln o, , «,,, . . . «t vorhanden, so würde jede derselben mehr- 
mals zu zählen sein, und dann hätte /'(.r) die Form 

' fix) = (x — «, )P (.7- — Oj ... (X — Ct)', 

worin die ganzen positiven Zahlen />, (/, r etc. angeben, wie oft 
ftj, Oj etc. Vorkommen. Aus der vorigen Gleichung erhält man 
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und hier läfst sich der t'bergang zur Grenze für verschiedene 9 nach 
demselben Verfahren wie in §. 10 ausführen. Auf der linken Seite 
bedarf es gar keiner Änderung, rechter Hand ist nur zu bemerken, 
dafs die Logarithmen mit den Coefficienten p, (/, etc. versehen sind, 
während sie in §. 10 die Einheit zum gemeinschaftlichen Coefficien- 
ten hatten; nach diesen Bemerkungen gelangt man zu der Formel 

_L 9 i . , __i_ 

f(x) i- — «, jr — Kj ' ' j: _ 

Denkt man sich Alles auf gleichen Nenner gebracht, so erhält man 
zum Zähler eine ganze Function ß — i)ten Grades, welche kurz 
il'(ar) heifsen möge, also 

’I'CO 

ßx) {x — (i- — oj ... (x — «1.)‘ 

und endlich folgt durch Multiplication mit No. 4) 

Ö) /■j(x) = i/<(x).(x—«, )P-‘ (x— (x — Cft)*-‘. 

Der Vergleich von No. 4) und No. .ö) zeigt augenblicklich, dafs bei 
mehreren gleichen Wurzeln die Functionen /(x) und /\(x) einen 
gröfsten gemeinschaftlichen Theiler haben, denn in der Tliat läfst 
sich sowohl /(.r) als /\(x) durch die Function 

(X O, (l*“' (X . . . . {x — 

ohne Rest dividiren. 

Der hierin liegende Satz gestattet sehr leicht die Umkehrung. 
Wenn nämlich /'(.r) und /\{x.) keinen gemeinschaftlichen Theiler Be- 
sitzen, so würde die Annahme, dafs gleiche Wurzeln Vorkommen und 
dafs demgemäfs / (x) unter der Form 4) enthalten sei, zur Glei- 
chung 5) führen; diefs gäbe dann einen gemeinschaftlichen Theiler, 
was der Voraussetzung widerspricht. Man hat daher folgendes Theo- 
rem: die Gleichung /'(x) = 0 besitzt gl eich e oder verschie- 
dene Wurzeln, jenachdem ein gemeinschaftlicher Thei- 
ler von f{x) und /i(x) existirt oder nicht existirt 

Um nun zu untersuchen, ob /(.r) und /’,(x) einen gemeinschaft- 
lichen Theiler haben oder nicht, gehen wir wieder auf die in §. 22 
aufgestcllten Gleichungen zurück, welche das Bildungsgesetz der 
Functionen f'Ax), /^(x), . . . /'„(■> ) enthalten. Setzen wir voraus, dafs 
/■(.r) vom «teil Grade sei, so ist /',(x) vom (« — i)teii Grade, 
vom (n — 2)ten Grade u. s. w., mithin /„(.c) vom nullten Grade 
d. li. eine Coiistantc, wie das im vorigen Paragraphen gegebene Bei- 
spiel zeigt. Möglicherweise könnte aber die Reihe der Functionen /'j(x) 
/■jfx), . . . /,('x) schon früher abbrechen und wenn z. B. — 0 

ist, so würden die erwähnten Gleichungen folgendermaafsen lauten: 

24* 
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fix) _ _A(f' 

/.W’ 

/s(-^) ‘ /aW’ 



/m_a(Vl _ .. _/„. .f-r) 

/m 



Die letzte Gleichung zeigt, dafs /’,„(.»•) in /„ ,(.f) aufgeht; inultipHcirf 
mau die vorhergeheude Gleichung mit luid dividirt mit /„(.r), 

so wird 



./;(•»■) /„.U) 






d. h. /'„t.r) geht in auf. Die drittletzte Gleichung giebt 



und sie zeigt, dafs /„(.r) in aufgeht. Die Fortsetzung die- 

ser Schlüsse lehrt, dafs /„.(x) in allen vorhergehenden Functionen, 
mit Einschlufs von /'(.r), aufgelit, dafs also /‘„(.r) gemeinschaftlicher 
Theiler von /(.r) und /',(.r) ist. 

Wenn dagegen keine der Functionen /’^tx), /sf.r), ... ./,(x) 
verschwindet, so kann man die Nichtexistenz eines gemeinschaftli- 
chen Theilers von /'(.r) und / ,(.r) durch folgende Schlüsse darthun. 
Gesetzt, die Function x(x) ginge sowohl in /'(.r) als in /\(.r) auf, so 
wäre nach der ersten. Gleichung 

fjf ) — _fJx) _ 

der Voraussetzung gcmäfs sind hier ' - - und - ganze Functio- 

X\^} 



/* (.r) . 

uen, mithin mufs auch eine solche sein d. h. xiA in/j(x) auf- 
gehen. Die zweite Gleichung giebt 

X(x) ’ 

und hier zeigen ganz ähnliche Schlüsse wie, vorhin, dafs /'(.r) in 
aufgehen mufs. Auf diese Weise fortfahreud, gelangt man zu 
dem Ergebnisse, dafs ;((a) in allen den Functionen f^U'), /j(x). 



„ fJx) 
rix) '■ x(x) 
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. . . gleichzeitig aufgehen mufs. Diefs ist aber, weil f„(x) einen 
constanten Werth besitzt, nur dann inüglich, wenn x(-r) eine Con- 
stante d. h. keine Function von x ist; dann existirt aber auch kein 
gemeinschaftlicher Theiler in dem hier genommenen Sinne. 

Das Verfahren der successiven Divisionen entscheidet also nicht 
nur, ob die Functionen / (x) und /’,(.r) einen gemeinschaftlichen Thei- 
1er haben oder nicht, sondern es liefert zugleich diesen Theiler selbst, 
und zwar ist leicht zu sehen, dafs es aufser /„(x) keine Function 
höheren Grades geben kann, welche gleichzeitig in /'(x) und f^(.r) 
aufgeht. Da hiernach /'„(x) der gröfste gemeinschaftliche Theiler 
von /'(x) und /\(.r)‘ist, so hat man durcli Vergleichung mit dem 
Vorigen 

fmi^) = (x — (X — «J )»-' . . . (x — Ot)'-' , 



mithin 



/«(^) 



o,)(x ttj).. .(x— Ot). 



Die Gleichung 

A(x) 

enthält dieselben Wurzeln wie /'(x) = o aber jede der von einan- 

der verschiedenen Wm'zeln nur einmal; setzt man also ' , —cp(.r) 

/m(X) '' 

und behandelt diese Gleichung <p(x) = o nach der Methode der suc- 
cessiven Divisionen, so erhält man Aufschlufs über die Anzahl und 
Lage der von einander verschiedenen Wurzeln der ursprünglichen 
Gleichung. 

Als Beispiel diene 

/(x) = x^ -{- 5 X* -j- 6 x^ — 6 X ' — 1 5 X* — 3 x* -{- 8 x 4. 

Hier ist, abgesehen von constanten Factoren, 

/■j (x) = 7 X® -|-30x^ -|-30x* — 24 X® — ib — 6x -|-8, 

/jji) = II x5 -f46x< -f 50x^ — 2Dx* — 61 x — 26, 

/j(x) r= x‘ 3 X® x“ — 3 X — 2, 

/4(x) = 0. 

mithin /' 3 U) der gröfste gemeinschaftliche Theiler von f(x) und 
Weiter hat man 
./■ix) 






= x^ -j- 2 x^ 



■ X — 2 = (p(xj ; 



die Wmzeln der Gleichung (p(x) = 0 sind x=i, x = — i, x = — 2 , 
daher 

v(x) = (x— I) (x-f 1)(x-|- 2), 

/(X ) = <p(x) . /3 (x) = (x— I ) ( X 1 ) (x -f- 2) (x® -f 3x» -|- X» — 3x— 2). 
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Die höheren Gleichungen. 

Setzt man den Factor f^{.r) = o, so erhält man die übrigen Wur- 
zeln der Gleichung f(.r) = 0 und zusammen 

f(x) = (j: — 1)S (r -|- 1)ä (x -f 2)*. 

Die vollständige Discussion einer Gleichung mit Hülfe der suc- 

cessiven Divisionen und der Bestimmung des Excesses von y.^r 

ist zuerst von K. Sturm gezeigt worden, wefshalb die Functionen 
/',(x), /'j /'„(x) den Nammen Sturm 'sehe Reste führen. 

Auch für die complexen Wurzeln läfst sich eine ähnliche Untersu^ 
chung austeilen, hinsichtlich deren wir auf die Quelle verweisen; 
Sur la dötermination du nombre des racines etc. par M. Moigno, 
in Liouville’s Journal, Jahrgang 1840, S. 75. 

VI. Die mimeriseht! .Viinüsiiiig’ der höheren GIeiehung:en. 

§. 20. Wenn die Coefficienten der Gleichung 

x"-f «,x"-' -f.ffjx"-' . -fa, _,x = 0 
ganze Zahlen sind, so zeigen folgende Schlüsse, dafs .r keinen rationa- 
len gebrochenen Werth ^ haben kann, worin p und </ relative Prim- 
zahlen bedeuten. Die Substitution des angegebenen Werthes liefert 
nämlich 

»y-' + + ".y-y + + «» 9 "-' =-^^; 

die linke Seite dieser Gleichung ist ein Aggregat von ganzen Zah- 
len, mithin selbst eine ganze Zahl ; rechter Hand steht ein irreduci- 
beler Bruch, weil f/ nicht in p und ebensowenig in /)" aufgeht. Zwi- 
schen einer ganzen Zahl und einem irreducibelen Bruche kann aber 

keine Gleicliung bestehen, mithin ist die Annahme .r = j unrichtig, 

wofern nicht entweder 7 = l ist oder p und 7 gleichzeitig unend- 
lich grofs sind. Eine Gleichung mit ganzen Coefficienten 
hat daher entweder ganze oder irrationale oder com- 
plexe Wurzeln. 

Das Vorhandensein von ganzen Wurzeln läfst sich mittelst der 
Bemerkung erkennen, dafs der letzte Coefficient dem Producte 
aller W'urzeln gleich ist, dafs also die ganzen \Vurzeln unter den 
Theilern von Vorkommen müssen. Man versucht daher, ob die 
Factoren von der Gleichung genügen ; ist diefs mit dem einen 
oder anderen der Fall, so erniedrigt man den Grad der Gleichung 
durch Division mit dem Unterschiede zwischen .r und der gefunde- 
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nen Wurzel. Genügt keiner der Factoren, so hat die Gleichung nur 
inationalc oder imaginäre Wurzeln. 

Als Beispiel diene die Gleichung 

f{x) — X'‘ — 1 0 -|- 26 T'’’ — 2.i T- 22 j: 6 = 0; 

hier sind die Theiler von o zu versuchen, nämlich 
I = + I , + 2 , + 3 , 

wobei sich zeigt . dafs nur die Annahme i = -|- 3 der Gleichung 
genügt; diefs giebt 

= .r ‘ — 7 .r^ 4- .=> jT- — 8 .r — 2, 

X — 3 

/■(j. ) = (i- — 3) (JT* — 7 ;■> x^ — 8 X — 2). 

Um die übrigen Wurzeln zu finden, setzt man 



— 7 x“ -|- 5x- - 8. 



2 = 0 



und erhält nach Abschnitt II. » 

.r = ."> + yn, x = | + |y — 5; 
die fünf Wurzeln der gegebenen Gleichung sind daher ' 

X, = 3 , Xg = 3 F ' ' 5 ^ F * * > 

= 4 ( ‘ ' 1 ■’ ) > = 4 (' — ' V^)- 

Wenn die Coefficienten der Gleichung 

x" y ffjx"“' -f y . . . y «„_,x y = o 
rationale Brüche sind, so kann man dieselben auf einen gemein- 
schaftlichen Nenner bringen, welcher fi heifsen möge, so dafs etwa 









j> 

U 



ist. In der nunmehrigen Gleichuu;; 



y X 

I* 



y - x" 

fl 



y... y 



" -j 



X y = 0 

fl 



sind »i, Oj, . . . und g ganze Zahlen, und wenn man 



setzt, so erhält man nach Multiplication mit g" 

I" y „ j-i y 1 "-^ y y . . . 

• • • • y "i, -,f‘“ y "nf*"’ ‘ = 0 - 

Diese Gleichung besitzt ganze Coefticienten und kann nach der vo- 
rigen Methode behandelt werden ; jedem | entspricht dann ein .r, wel- 
ches der ft-te Theil von ^ ist. 

Beispielweis sei 



8 , , «3 g i.i , 
- x' -4- — x'* — — .r* 
3 ‘4 12 



1 1 t 

-xy - = 0; 

3 ' 6 



hier ist = 12 , und die Substitution x = giebt 
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/■(I) — 32 -f '(68 — 1872 — 6912|-|- 41472 =0. 

Von den Factoren der Zahl 41472 genügen | = — 4 und | = -f 6 
der vorstehenden Gleichung; weiter hat man 

Fit\ 

^ = — 30 4- 432 I— 1728 

(|-|-4t(| — 6) - s T s 

und da der Ausdruck rechter Hand für g = 6 verschwindet, so ist 
^ = 6 eine neue Wurzel der Gleichung und 



F(l) 



= I* — 24 ^ 288. 



( 1 + 4 )(i — 6 |‘ 

Die Auflösung der noch übrigen ciuadratischen Gleichung giebt 
1 = 12(1 + «i; die fünf Werthe von .v sind demnach 

— 1 + » I ” 1 “ ^ ^ ' 1 ' — '• 

§. 27. Hat man nach der vorigen Methode die etwa vorhande- 
nen ganzen W^urzeln einer Gleichung ausgeschieden , so besteht das 
nächste Geschäft darin, die noch übrige Gleichung von den etwaigen 
gleichen W'urzeln zu befreien (§. 2h), so dafs man zu einer Glei- 
chung gelangt, deren Wurzeln sämmtlich von einander verschieden 
und entweder irrational oder complex sind. Iin Folgenden beschäfti- 
gen wir uns immer nur mit derartig vereinfachten Gleichungen. 

Durch F.ntwickelung der Sturm’schcn Reste und Substitution be- 
liebiger W'erthc von .r lassen sich die Grenzen, zwischen denen die 
reellen W'urzeln der Gleichung liegen, beliebig eng ziehen und da- 
her kann man auch für die gerade aufzusuchende Wurzel einen vor- 
läufigen Näherungswerth finden, der .r, licifscn möge. Der genaue 
Werth des x differirt hiervon nur wenig und mag mit .r, -|- d be- 
zeichnet werden, wobei <5 die erforderliche kleine Correction bedeu- 
tet. Ist nun 



/(i) = i* -f «iX" ’ -f ...-{- o,_,x-j- n„ = 0 

die gegebene Gleichung, so muls wegen x = x, 3 ferner sein 
/(•^ I + *^1 =(-^1 + 'I" "i "I" ' ■'l" "t (^1 “f* . . 

. . . . -|- (X , -f- Ä) fl, = 0 

d. i. wenn Alles nach Potenzen von c5 geordnet wird, 

x7-f-fl,x" -' -|-flj<- -f fl, 

+ [»<“' +(" — ..-f 1fl,_,Jd 

-|- J [n(n — 1)x*-’ -f (fl — l)(n — 2) fl,x;~’ . -f 2 . 1 fl, 4» 

+ 

= 0 . 



Die erste Zeile stellt den Werth dar, welchen f{x) im Falle .r = .r, 
, erhält, und ist dalicr mit /’(.r,) zu bezeichnen; die Coefficienten von 
ö, etc. sind gewisse ganze Functionen von x, , die zur Abkür- 
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zung /'(.i-,), etc. licifsen mögen, und wobei besonders liervor- 

gehoben werden inufs,'dafs /'(.r) identisch mit der Function /,(.r) 
ist, welche in dem Sturm’schen Satze vorkommt Aus der nunmeh- 
rigen Gleichung 

V, ) -f /(.T, ) d -j- ) d* -f . . . = 0 , 

worin .r, bekannt, dagegen d unbekannt ist, liifst sich d zwar nicht 
genau aber doch iiäherungswcisc finden. Weifs man nämlich im 
voraus, dafs d <; ,*„, mithin d* roui rAu ^^c. ist, so hat 

die Summe 

keinen bedeutenden Einflufs auf die 2te Decimalstelle und daher ist 
nahezu = 0. Der hieraus folgende Werth von d 
mag, weil er nicht absolut genau ist, mit d, bezeichnet werden; man 
hat für ihn 

Setzt mau in der Gleichung x = x, -f- d für d den gefundenen Nä- 
herungswerth, so erhält man einen zweiten Näherungswerth für x, 
nämlich 

.r^ = X , -|- d , , 

der, unter der Voraussetzung d c im Allgemeinen auf 2 Decimar 
len richtig ist. Man wiederholt nun dasselbe Verfahren, d. h. man 
betrachtet .r^ als anfänglichen Näherungsw'crth, bestimmt die zuge- 
hörige Correctiou 

und gelangt zu einem dritten Näherungswerth 

•Vs = -rj -|- d„ , 

der im Allgemeinen i richtige Decimalen zälilt. So fortgehend kann 
man der Reihe nach », 16, ,i2 etc. richtige Decimalstellen finden. 

Bei diesem Verfahren ist es der Sicherheit wegen unerläfslich, 
jeden gefundenen Näherungs werth zu prüfen, was auf folgende Weise 
geschieht. Da .r einen irrationalen Werth hat, so besteht die ge- 
suchte Wurzel aus einer ganzen Zahl t und den unendlich ■vielen 
Decimalen J,, fj, etc., es ist also 






' 10 ^ 10 ^ 



+ -I- 

~ 10 » ' 



ein gefundener Näherungswerth von x ist nun auf h Decimalstellen 
richtig, wenn der wahre Werth von .r zwischen 

*+To+ife + ••••+ 10* 
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, , f, , + ‘ 

• 1 n lOS * • * * I jQÄ: 



10 ' 10 ^ 

liegt. Um diefs zu erfahren, braucht man nur die beiden vorstehen- 
den Näherungswerthe von .r in /'(j:) zu substituiren und auf die ent- 
stehenden Vorzeiclien von /'(.r) zu achten. Sind nämlicli diese Vor- 
zeichen entgegengesetzt, so liegt in der Tliat .r zwischen jenen Wer- 
then, weil f(.c) sein Vorzeichen nur mittelst Durchganges durch Null 
ändern kann. 

Diese von Newton herrührendc Methode wird an folgendem 
Beispiele klar werden. Es sei , 

J\x) = X-- — 6 x — 10 = 0 , 

/'(x) = 5.rU— 6; 

durch Vcrsuclie findet man leicht, dafs eine Wurzel dieser Gleichung 
zwischen i ,8 und i ,9 liegt; es ist dalier 

X, = 1 , 8 ; 

_ .Al,«) _ 

' .Au«) +40, 'i88 

' .Cj r= I, 8 0, O'l = 1, 84. 

Die Substitution dieses Werthes macht /'(.e) positiv, dasselbe findet 
statt für .r = t, 85 , dagegen giebt .r = i, 83 einen negativen Werth; 
es ist nämlich 

/•(l, 84) = -f 0, 0.506, 

/(l, 83 ) = — 0 , 4565 , 

mithin liegt die gesuchte Wurzel zwischen t, 83 und 1,84 und zwar 
näher an der letzten Zahl als an der ersten. Man hat weiter, von 
Xj = 1 , 84 ausgehend, 

0, 0506 



__/0,«D ^ ^ 

* 51,3114 



= — 0,00099, 



X., = 1, 84 — 0, 00099 = 1,83901 , 
und zur Controle: 

/(l, 83901) = — 0, 00013, 

/(l, 83902) = + 0, 00043, 

woraus hervorgeht, dafs x zwrischen 1,85901 und l, 85902 liegt. Die 
Berechnung des vierten Näherungswerthes giebt 



_ _ /fl, 83901) 
* ~ /(1,8390t) 



— 0,00013 , 

J. 0, 0000025, 
-f 51, 18820 ' ’ 



x^ = 1,8390125, 

welcher W'erth bereits auf sieben Decimalen genau ist. 

Das hiermit auseinander gesetzte Verfahren gestattet noch einige 
Modificationen , wodurch es bequemer für den praktischen Gebrauch 
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wird; um^diefs zeigen zu können, müssen wir in den beiden näch- 
sten Paragraplien Einiges vorausschicken. 

§. 28. Setzt man 



so ist die Differenz f(x ) — /'(;•) ohne Rest durch x — r theilbai' 
(§. 13), und der Quotient bildet eine ganze Function (ii — l )ten 
Grades ; man hat also 

/(X) — / ( r) _ 

X — r 



:b,x' 



oder 



2 ) 



f(x) 



= Ao-t' 



-f- ÄjX“ “ -j- . . . + 






Diese Gleichung läfst sich auch folgendennaafsen aussprechen: wenn 
/■(.r) durch x — ;• dividirt wird, so besteht das Resultat aus einer 
ganzen Function nächst niedrigeren -Grades und aus einem Reste 
/■(.r), welcher den Specialwerth darstellt, den fix) für .r = r erhält. 
Mau würde demnach / (r) finden können, wenn man jene Division 
auf irgend eine einfache Weise auszuführeu wüfste. Aus No. 2) 
folgt aber durch Multiplication mit x — r 

ßx) --= b„x” + Ä.X— -f -f . . . -I- 

— b^rx"~' — — ... — 4, rx 

und nun giebt der Vergleich mit No. 1) 

..4,_, /(r) = tf, -f 4,_,r. 

Hieraus entspringt folgende Rechnungsvorschrift: man schreibe die 
Coefficienten a, , . . . nebst ihren Vorzeichen in 
eine Horizontalreihe, multiplicire den ersten Coefficien- 
ten mit V, setze das Product unter den nächsten Coeffi- 
cienten a^ und addire beides; die Summe multiplicire man 
wieder mit r, schreibe das Product unter und addire 
u. s. w.; die entstehenden Summen sind die Coefficienten 
6,, etc. und' die letzte Summe ist der Rest oder der 
Functionswerth /(r). 

Soll z. B. die Function 



ßx) = x' — 1 1 X > -f 7ff x=> — 16 X — 2 
durch X — s dividirt werden, so ist die Rechnung: 



H- ' 


, —II, 0, 


+ 


79, 


- 16, 


- 2, 




+ 3, -24, 


— 


72, 


+ 21, 


+ 13, 


+ ‘ 


, - B, -24, 


+ 


7, 


+ 3, 


+ 13; 



Digitized by Google 




Die höheren Oleichunj^en. 



380 

man hat folglich 

= X* — 8 x’ — 2i X* 4- 7 X 4- 5 4- — 

X — .•) * ' ' X — 3 

und zugleich 

/(3)=+ 13. 

Dafs diese Methode selbst bei gebrochenen , . . . und 

r immer noch kürzer als die gewöhnliche Division ist, mag folgen- 
des Beispiel zeigen. Es sei 

/(x) = 52 X» — 3, 25 47 X — 73, 084 

durch X — 15,231 zu dividiren und sowohl der Quotient als der 
Rest auf drei Decimalstellen zu berechnen. Man hat in diesem Falle 



52; — 3,250; 


+ 47; 


— 73, 084; 


761, 55 


7887, 62 


120606, 34 


30, 462 


3943, 810 


60303, 170 


792, 012 


157, 752 


2412, 127 




23, 663 


361, 819 




0, 789 


12, 061 




1201,3, 634 


18.369,3, 517 



52; -f- 788, 762; +'2060,634; +18,3622, 435; 

52 X» — 3, 25 X* + 47 X — 75, 084 
X — 15,231 

, , , , 183622,433 

= 52xä + 788, 762 x+ 12060,634 + r 

•T 1 *3 1 

/(15, 231) = + 183622, 433. 

§. 29. An das Vorige knüpft sich eine Aufgabe, welche im Fol- 
genden sehr oft Vorkommen wird, nämlich diejenige Gleichung 

“0«" + «.r- + + . . . + + «, = 0 

ZU linden, deren Wurzeln um eine gegebene Gröfse r kleiner sind 
als die Wurzeln der Gleichung 

/(x) = ff„x" + «,X— ' + fljX"-' + ... + (/„ ,x + fl, r= 0. 

Der gestellten Forderung nach, soll | = x •— r sein , mithin ist 

“o — '•)" + “i (* — + “i — '■)*■■’’ + 

+ On_, (x — /•) + o, =/(x), 

und hieraus folgt für x = r 

»n =./■<'•)• 

Subtrahirt man diese Gleichung von der vorigen und dividirt mit 
X — r, so erhält man rechter Hand einen ganzen Quotienten, wel- 
cher <p(x) heifsen möge, also 

»0 (x — r)"-' +o, (x — r)"-’ + «, (x _ r)*-> + . . . 

- • ■'+ , (-r — '•) + “«-1 = 9’(x) 
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und für x = r 

“n-, =<P('-). 

Hier wiederholt sich dasselbe Verfahren ; man zieht diese Gleichung 
von der vorigen ah , dividirt mit x — r , nimmt x = r und erhält, 
wenn tf>(x) den ganzen Quotienten bezeichnet, 

= n>(>) u. s. w. I 

Nach dem im vorigen Paragraphen entwickelten Satze ist /'(r) iden- 
tisch mit dem Reste bei der Division von /'(x ) durch x — ?■, ebenso 
ist <p(r) der Rest bei der Division von <p(.r) durch x — r u. s. w. ; 
die gesuchten Coefficienten etc. sind also 

die Reste, welche entstehen, wenn /(.n durch x — r, der 
ganze (Juotient wieder durch x — r. der darauf folgende 
ganze Quotient gleichfalls durch .r — /■ dividirt und auf 
diese Weise fortgefahreu wird. Die ganze Reihe dieser Divi- 
sion läfst sich nach dem vorhin gezeigten Verfahren ausfuliren und 
damit die ganze Rechnung auf einen einfachen Mechanismus zurück- 
bringen. 

lieispielweis mag aus der Gleichung 

j;4 _ ,0 _|_ ex' -f- 7 X -f 130 = 0 

eine neue Gleichung 

+ “li“ + “ + «3^ + “l = 0 

hergeleitet werden, deren Wimzeln | um 3 kleiner als x sind; man 
hat dann folgende Rechnung 



+ 


-10, -f 6, 
+ 3, -21, 


-j“ 7, -j- 130; r — 3 

— 45, —114, 




— 7, 

+ 


— *ä, 

— 12, 


-38, -f 16 = a,; 
— 81, 


+ 


— 4, 
+ 5, 


- 27, 

- 3, 


II 

1 Oi 

T 


+ n 


— 1, — 30 

+ 3, 






■f 2 = “i, 





mithin ist die gesuchte Gleichung 

|4 -j. 2 |3 _ 30 I* — 119 J -j- 16 = 0. 

Nach demselben Verfallen kann man die abgeleitete Gleichung 

-|- • • • + + “» = 0 

auch so einrichteu, dafs o , = 0 wird. Aus der ursprünglichen Glei- 
chung 

a„.r"-f a,x" ’ -f a^x" -f- . . . -|- a,_,x-f a„ =0 
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folgt nämlich, wenn man s=x — /• oder i = ^ -|- /■ setzt, 

+ + = 0 , 

«O = <'oi «,=«, + •••• 

und hier wird « , = o für 

"«0 

mithin sind in diesem Falle successive Divisionen mit x -I- - vor- 

»«0 

zunehmen. Füi' die Gleichung z. B. 

X-- — to x‘ — 7 X* 8 j !“ -f- •»! a- + 45 = 0 
ist .r — 2 der fortwährendb Divisor und giebt folgende Rechnung ; 





+ 


10, 

2, 


1 1 


+ 

— 46, 


+ 61, 
— 76, 


-f 43; r = 2 
— 30, 


+ ’> 


— 


», 


-23, 


- 38, 


- iä. 


+ ‘3 = “üi 






2, 


- «2, 


- 70, 


— 216, 






— 


6, 


— 35, 


— 108, 


— 231 


= »4 ; 




+ 


2, 


- », 


— 86, 








— 


4, 


— 43, 


— 194 








+ 


2, 


— 4 








+ ') 


— 


2, 


— 47 = 


= 








+ 


2, 










+ u 




0 


= o, ; \ 









die neue Gleichung lautet daher 

|5 _ 47 |3 _ 194 |S — 231 S -|- 15 = 0. 

Wenn r eine inchrzifferige Zahl ist, so kann man die Vermin- 
derung mit einer Ziffer nach der andern ausführen, um jederzeit nur 
einen einzifferigen Factor zu haben. Um z. li. die Wurzeln der 
Gleichung 

x^ — 1 2 X® 1 7 .r- — 9 .r -|- 7 = 0 
um 3, 27 zu vermindeni , erniedrigt man sie erst um 3 , dann um 
0, 2 und zuletzt um 0, 07 , wobei sich jede folgende Operation un- 
mittelbar an die vorhergehende anschliefst, nämlich 
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1 ; — 


«2, 


+ '7, 


— 9, 




+ 7, 


(3 


+ 


3, 


- 27, 


— 30, 




- 117, 




i; — 


9, 


- 10, 


- 39, 


r 


— 110, 


(0,2 


-f 


3, 


- «8; 


— 84, 


1. , 


— 26, 0784 




1, — 


6, 


— 28, 1 


- 12.3, 




— 136, 0784 


(0, 07 


+ 


3, 


- M 


— 7, 392 


— 9, 82558559 


1, - 


3, 


— 37, 


— 130, 392 


— 145, 90198559 


+ 


3, 


-f 0,04 


- 7,: 


576 1 







1, 0, 


— 56, 96 


— 137, 768 


+ 0,2 


+ 0, 08 


— 2, 568937 


t, + 0,2 


— 36, 88 


— 140, 336957 


+ 0,2 


+ 0, 12 


— 2, 564331 


1, +0,4 


— 36, 76 


— 142, 901268 


+ 0,2 


+ 0, 0609 


1, + 0,6 


— 36, 6991 


+ 0,2 


-f 0, 0658 


1, -f0,8 


— 56, 6353 ^ 


+ 0, 07 


+ 0, 0707 


1, +0,87 


— 36, 5626 


+ 0, 07 




, 


1, +0,94 






+ 0, 07 






1, +1,01 






+ 0,07 







1, 1, Oll 

Die Verminderung um H giebt hiernach die Gleichung 
— 37 5 - — 1231 — no = 0; 
die Verminderung um 3, 2 giebt 

V* -f 0, 8»;^ — 36,7B rj^- — 137, 768 — 136,0784 = 0; 

endlich erhält man durch Verminderung um 3, 27 
f -f I. OH — >6. ä626 — 1 42, 901268 J 

— 145,90198359 = 0. 

§. 30. .Mittelst der in beiden vorigen Paragraphen gemachten 
Hemerkungen läfst sich die Newton’sche Xälierungsmcthodc auf fol- 
gende Weise praktischer gestalten. Wir setzen voraus , dafs man 
einen ersten, auf eine Decimalstelle richtigen Näherungswertli für 
die gesuchte Wurzel der Gleichung 

1) X" + + «,x"-^ + . . . + + 'G = 0 
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gefunden liabe und bezeichnen denselben wie in §. 27 mit 

T, = f -f- — , 

' ^10’ 

während der genaue Wertli 

' in I 4 n £ I 



I I ?3 

U) ' 10* ' 10* 



+ .... 



sein möge. Wird nun .r um .r, vermindert, indem man .r — x, = y 
setzt , so entsteht eine neue Gleichung 

-) -h ■ 4“ • • • 4 

und darin ist vermöge der Werthe von .r und .r, 

!/=- * + 4- 4- . . . . 

mitlfin ;i <C j'ß. Zufolge dieses Umstandes sind y-, j /*, . . .y" kleine 
Brüche, deren Weglassung keinen grofsen Fehler ei’zeugen kann; es 
ist daher näherungsweis nach No. 2) 

*, 4- = 0 oder y = — j " , 

und dieser Ausdruck mufs nahezu mit übereinstimmeu, weil der 
dekadische Werth von y, auf seine erste Decimalc beschränkt, in der 
That = ist. Demnach bestimmt sich die nächste Decimale von 
.r durch die Formel 

___ K 

“t* 

und der zweite Näherungswerth von x ist 

_ I fl I 

-‘4--,o+,o*- 

Bevor man weiter geht, mufs man erst die Prüfung der neuen De- 
cimale Jj voniehmen, und zu diesem Zwecke substituirt man in 
No. 1) sowohl x^ als den Werth 

* ' 10 ^ 10* ’ 

wodurch / (.r) verschiedene Vorzeichen erhalten mufs. Diese Con- 
trole, welche nach §. 28 ausgeführt wird, bildet zugleich den Anfang 
zim Ermittelung der nächsten Decimalc Jj. Man vermindert nämlich 

y um und gelangt dadurch zu einer neuen Gleichung 

3) + 3 + e„ = 0, 

deren Wurzel ist 
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S = y — + • • • • : 

10» 10» ' 10» ' ’ 

da : weniger als yü? beträgt, so kann man die Gleichung 3) auf 
r„ =3 0 reduciren und erhält dadurch den ungefähren Werth 

f 

von I. Dieser mufs nahezu = sein, mithin bestimmt sich die 

dritte Decimale f, durch die Formel 

fs 

10» ~ c„_.’ 

und der entsprechende dritte Näherungswerth von .r ist 
c 4. »1. 4. .f- 4_ 

3 T ,Q + ,J,S + ,03- 

Nachdem man die gefundene dritte Decimale controlirt hat, geht 
man auf demselben Wege weiter zur Bestimmung von fj, fj, etc. 
Als Beispiel diene die Gleichung 

X» -|- 8'x» -f 6 X — 75, 9 = 0. 

Eine reelle Wurzel derselben liegt zwischen 2 und 3; durch Ver- 
suche findet man leicht 



Vermindert man x um 2, 4, so erhält man die neue Gleichung 
-f 15, 2i/» + 61, 68 y — 1,596 =0, 

diese giebt 



1,596_ 

i] ~61, 68 ~ 



0 , 02 ..., 



mithin als zweiten Näherungswerth 

Xg =: 2, 42 , 

der sich durch die Controle als richtig zeigt. Die Verminderung 
des y um 0, 02 führt zu der weiteren Gleichung 

3» 15, 26 3» -f 62, 2892 3 — 0, .556312 = 0, 

woraus folgt 

c, 0, 356312 

— ^ = = 0, 005 ... , 

Cj 62, 2892 ’ ’ 

Xj = 2, 425. 

Nach geschehener Prüfung ist i um 0, 005 zu vermindern ; hierdurch 
entsteht die Gleichung 

tt» -f- 1^1 275 K» -f 62, 441875 « — 0, 044484375 = 0 , 
welche giebt 

rf., 0, 044484575 

— ’ = 0, 0007 . . . , 

</j 62, 441H75 ’ ’ 

r^ =2,4257. 

Das Detail dieser Rechnung giebt die folgende Zusammenstellung, 

Schldmilck algcbr. AyalyNfa dritte Aufl- ^ 25 
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worin X erst um 2, dann um U, 4 vermindert worden ist. Unter den 
stärkeren Strichen stehen jedesmal in diagonaler Richtung die Coef- 
ficienten einer durch Verminderung erhaltenen Gleichung. 



1, 


8, 


e, 


— 75, 9 


(/• = 2, 




2, 


20, 






1, 


10, 


26, 


— 23, 9 


fr = 0, 4 




2, 




22, 304 


. 


u 


12, 


50, 


— 1, 596 


(r = 0, 02 






5, 76 


1, 2396K8 




1, 


14, 


55, 76 


— 0, 356512 


(r = 0, 005 




' 0,4 


5, 92 


0, 311827625 




r 


14, 4 


61, 68 


— 0, 044 484375 


{;• = 0, 0007 




0, 4 


0, 3044 






i, 


14, 8 


61, 9844 








0,4 


0, 3048 






1, 


15, a 


62, 2892 








0, 02 


0, 076325 




. 


r 


15, 22 


62, 365525 








0, 02 


0, 076350 






t. 


15, 24 


62, 441875 








0, 02 




- 




>, 


15, 26 










0, 005 










15, 265 


■ 









0, 005 


1, 


15, 270 
0, 005 


iT 


15, 275 



Handelt es sich um die Bestimmung negativer Wurzeln, so ver- 
wandelt man dieselben dadurch in positive Wurzeln, dafs man a,, 
a„ flj etc. mit entgegengesetzten Zeichen nimmt. 

Besondere Aufmerksamkeit verlangt der Fall, wo zwei Wurzeln 
einander sehr nahe liegen. Besteht z. B. die eine Wurzel aus den 
Ziffern t, J, , etc., die andere aus t, d,, etc., so genügt der 
Gleichung 2) sowohl 



y = 



IO 



+ 



I ts 

IO»"' 10’ **" 
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- lö + 10« + 

mithin mufs ihre linke Seite sowohl für 



3 

10 « 



+ — , 



y = 



10 



und // 



-f. +' 



10 



als auch für 



.V = 



und 



10 



10 

einen Zeichcnwechsel erleiden. Das letzte Glied r, der nächsten 
transforniirten Gleichung enthält da.s Kesultat einer solchen Substi- 
tution, man erkennt also die Trenuungstclle zweier naheliegenden 
Wurzeln daran, dafs einerseits der Gleichung 2) zwei Zahlen genü- 
gen und dafs andererseits diis letzte Glied der nächsten transformir- 
ten Gleichung sein Zeichen wechselt, wenn i>, für gesetzt wird. 

Die hiermit auseinandergesetzte Modilication des Newton’schen 
Verfahrens ist unter dem Namen der Horner’schen Methode be- 
kannt ; sie empfiehlt sich vor allen übrigen Auilüsungsarten durch 
Leichtigkeit und Sicherheit. Bei der praktischen Anwendung der- 
selben können noch manche Uechnungsvortheile benutzt werden, de- 
ren Erörterang hier zu weit führen wüi'de. Auch zur Berechnung 
der complexen Wurzeln läfst sich die nämliche Methode anwenden. 
Hinsichtlich dieser Einzelnheiten verweisen wir theils auf Homer’s 
Abhandlung in den Philosophical transactions v. J. 1819 theils auf 
die Schriften: Spitzer, Allgemeine Auflösung der Zahlengleichun- 
gen. Wien 1851, und Scheffler, die Auflösung der algebraischen 
und transcendenteu Gleichungen, Braunschweig 18;')9. 

§. 31. Eine andere Methode zur Auflösung von Gleichungen be- 
ruht auf der sogenannten regula falsi und läfst sich leicht geome- 
trisch veranschaulichen. Denkt man sich nämlich .r als Abscisse 
und y = fix) als Ordinate eines Punktes, so repräsentirt die ge- 
nannte Gleichung eine gewisse Curve, welche die Abscissenachse 
schneidet oder berührt so oft y den speciellcn Werth Null bekommt. 
Die Auflösung der Gleichung / (.i.) = 0 ist daher nichts Anderes 
als die Aufsuchung derjenigen Punkte, in welchen ein Durchschnitt 
oder eine Berührung der Curve mit der Abscissenachse statt findet- 
In einer Figur, die mau leicht entwerfen wird, mögen 
0.»/, =jT, und .»/,/',= V, =/U,), 
und ;)/„/*,,= l/j, =:/(.Tj), 

die Coordinaten zweier Curvenpuiikte und /■*„ sein, auch werde 
- 2f> * 



/ 
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388 Die höheren Gleichungen, 

noch vorausgesetzt, dafs y, und y^ entgegengesetzte Zeichen haben, 
mithin P^ und auf entgegengesetzten Seiten der Abscissenachse 
liegen ; die Curve mufs dann, wofern sie überhaupt continuirlich von 
Pj bis P.J verläuft, die .r-Achse wenigstens einmal sclineiden. Aber 
auch die Sehne PiP^ schneidet die .r- Achse in einem Punkte 
dessen Abscisse OM^ = mittelst der Proportion 
: j:, — T, =0 — y, : .y, — y, 
leicht zu bestimmen ist, nämlich 




Sind nun x, und .r^ wenig von einander verschieden, so liegen die 
Punkte Pi und P^ einander ziemlich nahe, und der Curvenbogen 
PjP. kann näherungsweis mit seiner gleichnamigen Sehne verwech- 
selt werden; dann liegt aber dem gesuchten Durchschnitte von 
Curve und .r- Achse jedenfalls näher als jeder der Punkte und 
A/j d. h., wenn .r, und ein paar Näherungswerthe für 
das gesuchte x sind, und wenn y^ und y^ entgegenge- 
setzte Zeichen haben, so ist x^ ein besserer Näherungs- 
werth. Diese einfache Betrachtung läfst sich gleich wiederholen, 
um einen neuen Näherungswerth zu finden. Berechnet man nämlich 
die zu j-j gehörende Ordinate y, =/\x^), so ist dieselbe von Null 
verschieden und bildet daher entweder mit y^ oder mit y^ einen 
Zeichenwechsel, wobei wir, um einen bestimmten Fall vor Augen zu 
haben, beispielweis voraussetzen wollen, dafs y^ und y^ entgegen- 
gesetzte Zeichen haben mögen. Die Verbindungslinie P^P^ schnei- 
det die .r-Achse in einem Punkte und die Abscisse desselben, 
nämlich 



giebt nun einen neuen, wiederum besseren Näheningswerth für x, 
u. s. w. 

Als Beispiel mag nach diesem A'^erfahren die zwischen 0 und 1 
liegende Wurzel der Gleichung 
, y = 7 X — 3 = 0 

berechnet werden. Indem man zuerst die Werthe x = o, i, 
x = o, 2 etc. versucht, findet man 

für X = 0, 4 ; y = — 0, 1 9 ; 

- X = 0, 5 ; y = -|- 0, 63 ; 
daher ist ein genauerer AVerth 
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jT = 0, 4 ^ - (— 0, 19) = 0, 426. 

’ 0, 63 — (— 0, 19 ) ^ ' 

Diesem entspricht y = — 0, 004, daher combinirt man 

X = 0, 426 ; y = — 0, 004 ; 



X = 0, 5 ; y = + 0, 530; 

diefs gieht 

, 0,074 

x = 0, 426 -f . 0,004 =0, 426.55. 

Dtr zugehörige Werth von y ist y = — o, 0000.5, mithin x = 0, 42656 
schon ziemlich genau. Vergröfsert man die letzte Decimale um 
eine Einheit, so wird y positiv, mithin kann man von der neuen 
Combination ausgeben: 



X = 0, 42655; y — — 0, 00002952; 



X = 0, 42656; y = 0, 00004214; 

der neue Näherungswerth ist 

X = 0, 42655 4- ^7— . 0, 00002952 = 0, 4265541 
’ ' 0,00007166 

und giebt auf sieben Decimalen genau y = 0. 

§. 32. Im Principe wesentlich verschieden von den bisherigen 
Auflösüngsmethoden ist folgende. Sind o, y, . . . v die n Wurzeln 
der Gleichung 

1) x"-.-^,x— + ./,,x--'-... + x + ^,=0, 

so gilt bekanntlich die Relation 

X--./^x" ■ -f + 

Z= (X — «) (x — ß)(x — Y) (X — r) ; 

daraus folgt, wenn man — .r an die Stelle von x treten läfst, 

-f ./,x" ’+••■ + -'n-.X .V, 

= (x + «) (x -f (x -f y) tx v) 

und durch Multiplication beider Gleicliungen 

x‘* — — 2./J x”*- • -f (.41 — + i.4^) X*"-* 

- (.4- - + 2./,./^ - 2./ J X " 

= fx* — «*) (x^ — ß^) (x* — y*) (x* — V»). 

Zur Abkürzung sei 

y = x*. 



Ä. =^’-2.^,, 

fl, = ./' -2.^,./, +2.-/,, 

fl, = - 2 + 2 .4,. 4, - , 



die vorige Gleichung lautet dann 

— 4-fl,y" ’ — 

= (y — «*) (y — ^*)(y — y*)...(y — V*). 
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In den speciellen Fällen ^ = o’ , // = , y = y* etc. verschwindet 

die rechte Seite dieser Gleichung; die n Wurzeln der Gleichung 
3) + = o 

sind also , /i* , y* , . . . v* d. h. die Quadrate von den Wurzeln 
der ursprünglichen Gleichung 1). Diese Transformation kann leicht 
wiederholt werden ; setzt man nämlich z = y* und 
C, = — 2 iJ,, 

C\ = 



SO erhält man eine neue Gleichung 

_ r,;— -f c,z" - t\z-> + . . . = 0, 
deren Wurzeln die Quadrate von ;i d. h. die Biquadrate von .r sind. 
Indem man auf diese Weise fortgeht und das erwähnte Verfahren 
j>-mal anwendet, gelangt man zu einer Gleichung 
4) — /'j«"-" -t-... = 0, 

deren Wurzeln die 2*’ten Potenzen von den Wurzeln der Gleichung 1) 
ausmachen ; setzt man zur Abkürzung 2’’ = 7, so genügen hiernach 
der Gleichung 4) die Werthe 

K=.ß«, Ii=.ßl, u = y1^ . . . u 

und es ist dabei nach §. 10 

P, = o» -f (S? yV ö« -f , 

= uVjS» ulyl -f «’ö» -|- 

+.... 

+ y»d» + .... 

+ 

P, = o9/SVy9 -f o9jS9d9 -j- 

o9y9Ä9 -J- 

+ 



u. s. w. 



Unter der Voraussetzung, dafs a, ß, y, etc. reell und nach der Grö- 
fse ihrer absoluten Werthe geordnet sind, etwa 

«! >^2 >y« 



hat man 



o9 >(39 > y9 > 

und hier kann man 7 immer so grofs wählen, dafs n» die übrigen 
Potenzen ßi, y» etc. bedeutend überwiegt. Dann ist nahezu «9 -|- 
+ y’ -{-•••• einerlei mit «9, also 

/', =al, 

und aus gleichem Grande 

l\ z=. (ilßf, Pj = a^ßtyf, u. s. w. 
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Diese Gleichungen liefern der Reihe nach alle reellen Wurzeln, nämlich 



oder bei logarithmischer Rechnung 



5) 






V 

"«/S ’ • • 



/ % ^1 
log a= - ' 


1 


9 






_ 


9 


9 




_ log Pi 


10^ Y — ^ 


9 ■ 



u. s. w. 

Begreiflicherweise sind P^, etc. sehr grofse Zahlen ; man 

berechnet daher nur die Logarithmen der Coefflcienten 

^11 • • • 

• c„ c„ c„... 



ppp 

' 11 ^31 • • • • 

und benutzt hierzu die Tafeln der Additions- und Subtractionsloga- 
rithmen. 

Auf die Gleichung 

X* — 15 4“ 20 * — 2 = 0 

angewendet, giebt dieses Verfahren zuerst 

y* — 30y3 ^ 221 y* — 340.y 4- 1 = 0 
und als zweite Transformation 

z* — 458 4- 22449 z* — 113832 s 4- I« = 0. 

Von hier an steigen die Coefflcienten so rasch, dafs wir nur deren 
Logarithmen benutzen und zur Abkürzung statt nim log S das ein* 
fache Zeichen ^ schreiben; als dritte, vierte und fünfte der trans- 
formirten Gleichung Anden sich 

.5^ — 5, 1843065' 4- 8, 848234Ö ** — TÖ^ 1124981 s 

4- ^ 4082 4ÖÖ| = 0, 

— TÖ, 3415830 /'■> 4- U, 6'^9^^ P — 20, 22 19968' t 

4- 4781648ÖÖ; = 0, 

«' — 2^^22760' «3 ^ 3T|’385'9765i 4TÖ993Ö{ « 

4- 9, 6329600 = 0, 

und zwar sind die Wurzeln der letzten Gleichung 

^ 11 = 0**, U = jJ**, «=}/**, 0=3**. 

Ob mau noch weiter gehen soll oder nicht, entscheidet sich durch 
folgende Bemerkung. Der Coeffleient von P ist: 
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392 Die höheren Gleichungen, 

und der Coefficient von n^: 



' 20, e82-2760 =oä“ -|- + y»* d»» ; 

der letztere kommt beinahe dem Quadrate des ersten gleich, mithin 
überwiegen bereits die Potenzen von « so sehr, dafs angenähert 
10, 34 ... = %(«•«) und 20, 68... = %(c<3*) = 2%(o>8) 
ist, als wenn die Potenzen von ß, y, d gar nicht vorhanden wären. 
Diese Bemerkung gilt auch allgemein, d. h. man wird mit dem suc- 
cessiven Quadriren innehalten, sobald die Coefficienten der transfor- 
mirten Gleichungeu quadratisch wachsen oder , was dasselbe ist, 
wenn ihre Logarithmen sich verdoppeln. Die Coefficienten der letz- 
ten Gleichung geben nun nach den Formeln 5) 



tof! a = 
Ing ß = 
/og y = 



20, 6R22760 
'32 

35, 3359760 
32 

40, 4499936 
32 ~ 



= 0, 646321 1 , 



— 0, 646321 1 = 0, 4594910, 



— 1, 1058121 = 0, 1582502, 



, , 9, 6529600 

Zog 6 = i, 2640623 = 0, 0369677 — 1 , 

mithin sind die gesuchten Wurzeln 

« = + 4, 429157; 
ß = ±2, 880653 ; , 

y = + 1, 439628; 
d = -f 0, 108885. 

Um die Vorzeichen zu bestimmen, substituirt man entweder die ge- 
fundenen Werthe in die ursprüngliche Gleichung oder man benutzt 
die (^artesianische Zeichenregel (§. 19). Vermöge der letzteren sind 
ira obigen Falle drei positive Wurzeln vorhanden , und die Summe 
aller vier Wurzeln mufs = .f, =0 sein; diesen Bedingungen zu- 
sammen genügen nur ein negatives « und positive ß, y, d. 

Diese Methode ist theoretisch sehr elegant, für die praktische 
Benutzung aber zu weitläufig namentlich dann, wenn die gröfste 
W’urzel nur wenig von der nächst kleineren differirt. Auch com- 
plexe Wurzeln lassen sich nach demselben Verfahren berechnen, 
doch wird dann die Arbeit noch mühsamer. Das Nähere hierüber 
giebt die Schrift des Erfinders: „Graeffe, die Auflösung der höhe- 
ren numerischen Gleichungen, Zürich 1837% womit man einen Auf- 
satz von Encke in.Crelle’s Journal der Mathem. Bd. 22, S. 193 
vergleichen möge. 
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§. 33. Wir wollen zum Schlüsse noch ein Auflösungsverfahren 
mittheilen, welches sich auf die Bemerkung gründet, dafs der ganz- 
zahlige Bestandtheil einer irrationalen Wurzel durch Versuche leicht 
zu ermitteln ist und dafs der gebrochene Bestandtheil auch unter 
der Form eines unendlichen Kettenbruches dargestellt werden kann. 
Die gegebene Gleichung sei 

j“ + -f -f . . . -f -f a,= 0, 

und es bestehe eine ihrer Wurzeln aus der ganzen Zahl o und einem 
echten Bruche. Setzt man 



1) x = «-f 1 

y 

in die obige Gleichung ein, so gelangt man zu einer neuen Glei- 
chung von der Form 

y" + '>iy'~' + ’ + • • • + + *» = 0 

und wegen ^ • ist ^ > i . Man ermittele nun zunächst die gröfste 

in y enthaltene ganze Zahl ß und bezeichne den echt gebrochenen 
Rest mit die Substitution 



2) 



y = ß-^l 



liefert dann eine Gleichung von der Form 



+ 



+ ' 



+ ■..+ 



-f c, = 0. 



Hier beträgt i mehr als die Einheit und daher kann 



3), 






gesetzt werden , wo y wiederum durch Versuche zu bestimmen ist, 

und n die Einheit überschreitet. Man übersieht unmittelbar, wie 

sich dieses Verfahren beliebig weit fortsetzen läfst und dafs aus den 

Gleichungen 1), 2). 3) etc. die Formel 

.. ,1 

4) , x=o-f - 

^ + d qpr. . 

hervorgeht. Die Näherungsbiilche dieses unendlichen Kettenbruches 
sind abwechselnd gröfser und kleiner als dessen Gesammtwerth x 
und liefern daher Grenzen, die beliebig eng zusammengezogen wer- 
den können. Sollte die gesuchte Wurzel negativ sein, so verwan- 
delt man sie gleich anfangs dadurch in eine positive, dafs man 
flj, flj, etc. mit entgegengesetzten Zeichen nimmt. 
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Als Beispiel diene die Gleichung 

i 3 -f- 3 j- — 5 = 0 , 

welcher ein zwischen 1 und 2 liegendes .r genügt Vermindert man 
erst .r um 1 nach dem im §. 20 angegebenen Verfahren, so er- 
hält man 



-1-61—1 =0, 



mithin, wenn ^ ~ gesetzt wird. 



=•<+-. y3 -6,y» -3y— 1 =0. 



Eine Wurzel der neuen Gleichung liegt zwischen 6 und 7 ; man ver- 
mindert daher erst y um 6, wodurch 

y3 12 1 /- -f ,V> y — 19 = 0 



entsteht und substituirt dann *) = - ; dieis giebt 



>/ = 6-|--, 19j 3 — 33 s» — I2s — 1 = 0. 

Zwischen 2 und- 3 liegt ein Werth des daher ist die weitere Rech- 
nung 

5=2 -f|, o <3 _ 84 /» — 81 /— 19 = 0, 

/ = 1 7 -I- - , U. 8. f. 

' u 

mithin 



I — 1 4- 



1 



« + 



2 + 



1 

ä + ... 



oder .r = 1, 154 . . . 

In den meisten Fällen ist dieses von Lag ränge (sur la r^solu- 
tion des equations num6riques) heiTühreude Verfahren zu weitläufig 
für den Gebrauch und es hat daher nur noch ein historisches In- 
teresse; zur praktischen Berechnung der Wurzeln empfiehlt sich 
immer die Horner’sche Methode als die kürzeste und sicherste. 



VII. Die irratioiiah*n (ileichuiij^on. 

34. Eine algebraische Gleichung heifst irrational, wenn sie 
irrationale Functionen der unbekannten Gröfse enthält, wie z. B. 

\Cix -f n -|- V //.t" 4^5 -f. <• = 0 . 

Um eine solche Gleichung auf die rationale Form 
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zurückzubringen, kann man ein Radical nach dem anderen durch suc- 
cessive Potenzirungen wegschaffen. Zu diesem Zwecke giebt man 
z. B. der obigen Gleichung erst die Form 

3 

\ . ix rt c — '\/Hx -j- b 

und erhebt beiderseits auf die dritte Potenz; das Resultat läfst sich 
folgendermaafsen anordnen 

(jix -|- fl -|- 3f *) y.-/x -|- fl 
= — [(3 y/c -|- Ä) X 3 flc 4 c®] 

und wenn man beiderseits quadrirt, so gelangt man zu einer cubi- 
schen Gleichung für die Unbekannte x. Dieses Verfahren ist noch 
einer wesentlichen Modification fähig, die wir erst an einem Bei- 
spiele auseinander setzen wollen. 

Die gegebene Gleichung sei 

x-|-6yx = 91; 
nach dem Vorigen ist die Form 

X — 91 = — 6 y.T 

berbeizuführen und dann zu quadriren, wodurch die quadratische 
Gleichung 

(x — 91)*=6x oder X® — 2l8x = — 8281 
entsteht, deren Wurzeln sind 

X = 49 und x=i69. 

Der erste Werth genügt in der That der gegebenen Gleichung, vom 
zweiten Werthe gilt diefs aber nicht, vielmehr enthält er die Auf- 
lösung der Gleichung 

X — 6 yx := 91 . 

Dafs hier eine fremde Wurzel hinzugekommen ist, hat seinen Grund 
in der Operation des Quadrirens ; bei dieser geht nämlich das Vor- 
zeichen von \'x verloren, und daher führen die beiden verschiede- 
nen irrationalen Gleichungen 

X — 91 1 = — ti yx und X — 91 = y 6 yjt 
zu einer und derselben rationalen quadratischen Gleichung. Äch- 
tet man gleich anfangs auf die Doppeldeutigkeit jeder Quadratwur- 
zel, so kann man die rationale Gleichung auch kürzer finden, indem 
man sagt: so lange das Vorzeichen von y.r nicht bestimmt ist, lie- 
gen in der Aufgabe .r 6 y.r = 9 1 eigentlich zwei verschiedene 
Gleichungen, nämlich 

X — 9l-f6Vx=:0 und X— 91— eyx = 0; 
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beide sind gleichzeitig lösbar, wenn man ihr Product zum Verschwin- 
den bringt, also 

(x — 91 6 yi) (X — 91 — 6 yj) = 0 

setzt, und damit gelangt man zu derselben quadratischen Gleichung 
wie vorhin. 

Dieses zweite Verfahren gewährt namentlich dann einen Vortheil, 
wenn mehrere Wurzeln Vorkommen. So sind z. B. in der Gleichung 
\ . U -f- rt -f y«x -f A + > V X -f r = 0 
vier verschiedene Aufgaben enthalten, welche hervortreten , sobald 
man die Radicale im absoluten Sinne nimmt und ihnen alle mög- 
lichen verschiedenen Vorzeichen giebt, nämlich 

-f y. /X - 4 - fl -f- Hx + * -f y fx + c = 0 , 

— y,^x -f- ä -f- \ Hx^- b -f y fx -f c = 0 , 

-f y.-/x -f“ä — \Hx-\-h + ytVyi = 0, 

4- P ./7-t- fl -f I «X -f A - 4 Cx — 0. 

Das Product dieser vier Gleichungen ist rational und zwar 
— (./X fl)^ —{Bx 4- A)* — {('x 4- cy 
-|- 2 (y/x -f fl) (Hx 4- A) 4~ ‘-i (Äx 4- A) (Cx 4- c) 4" 2 (6’x -j- c) (^x -f- a) 
. =0 
oder bei Anordnung nach Potenzen von x 

(y/* 4, Ä« 4- — 2 y/ß — 2 HC — 2 Cy/) X» 

-|- 2 (y/fl 4- 4" •* 

-f fl* -f A» 4- f* — 2aA — 2 Ac — 2cfl 

= 0. 

Als Zahlenbeispiel diene die irrationale Gleichung 
4- > 274^ 7 ± > 6x -f T9 + V2T^ 4^ I = 0; 
ihr entspricht die quadratische Gleichung 

177 X* 4 130x— 307 = 0 

mit den Wurzeln 

I . I 307 

x=-\-y und x = _— . 

Die beiden existirenden Auflösungen sind hiernach 
4-3-f5 — 8 = 0, 

4- + -1^.. = 0. 

yi77 yi77 yi77 

§. 35. Um das so eben benutzte Verfahren auf den Fall aus- 
zudehnen, wo Radicale höherer Grade Vorkommen, mufs man sich 

*v_ 

erinnern, dafs ein Ausdruck von der Form y: vieldeutig ist und 
die H Werthe gji', ■ . . besitzt, worin , Pj , . . . die 
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n Werthe von bedeuten und f der absolute Werth von yi ist. 
Um hiernach die Gleichung 

1) + fl -f- \hr^b -h c = 0 

rational zu machen , -bezeichne man für den Augenblick den absolu- 
ten Werth von 4- « '«if " und den absoluten Werth von 

.1 3 

y bx -j- b mit c; die drei Werthe von ybx -f- b sind dann p,», 
Pjt-, wo 

e = oder (.3 — 1=0 

ist. In der Aufgabe 1) liegen nun folgende sechs specielle Glei- 
chungen 

+ « + Pi»' 4- «• = 0. 

4- " 4- p*" + « = 0. 

2 ) 4- " 4- Pa" 4- " = 0. 

— fl-|-p,i’4'" = o, 

— fl -f- 4" " = ®i 

— «4- Pa" 4" " = ®- 
Das Product der drei ersten Gleichungen ist 

(c + u)3 -f- (fl 4- «)3 (9, -I- 9^ -f 93 ) I, 

4- (c 4- «)(9iei 4- PiPa 4- PaPs) 4- PiPjPs =0; 
da Pi, Pa, Pa die Wurzeln der Gleichung 9 * — 1=0 darstellen, so 
hat man 

Pi4-p24Pa = 0, PiPa 4- P 1 P 3 + PsPa = 0 , PiP»Pa = <, 
mithin einfacher 

(c 4" “)* 4“ = ® 

oder 

(fl3 4" 3 fl «3 4“ "*) 4" fl (3 fl3 -y «*) = 0. 

Als Product der letzten drei Gleichungen in No. 2) findet man auf 
dieselbe Weise 

(fl3 -|- 3 Cfl3 4" 1'3) fl (3 C* fl3) = 0, ' 

mithin ist das Product aller sechs Gleichungen 

(fl3 -J- 3 fl«3 -f- l’3)3 «3 (3 f* 4" fl“')^ = 0. 

Hierin kommen nur «^ = ^x -f- a und i;® = Bx 4 - b vor, und da- 
her ist die gesuchte rationale Gleicl^ung 

3) [fl3-f3 flc 4“ b 4” (3 .fl/c 4~ b ) 

— fl) (5 fl3 4" fl 4" -txY = 0, 

oder 

4) --/3x3 -y [5 , 41 ^ (a _ fl!) _ Ä (6 Ac 4- Ä)J X* 

-\-\5 A {a — fl3 )3 — 6 Abc — 2Ä ( 3 ac 4- 3 -f- p3)] x 
4 (fl — fl3)3 — 4 (6 ofl "4 3 4 — ®- 
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Zur Auflösung des Zahlenbcispieles 

3 _ 

Vx -f-' 4 + Vx -f- 3 -K 1 = 0 

ist hiernach 

x3 2 X* — 23x — 60 = 0; 
daraus folgen die Werthe 

x = -f-5, x = — 5, x = — 4, 
welchen die Auflösungen entsprechen 

— * _ * 

— V9 4- > 8 -f I = 0 , — yT -f i/ö -f I = 0 , 

J O 4- V- ’i f I = 0. 

Diese Beispiele zeigen hinreichend, wie irrationale Gleichungen 
rational zu machen sind. Ein anderes Verfahren, welches die Kennt- 

nifs der ii verschiedenen Werthe von 1 T nicht erfordert, werden wir 
in §. 41 erörtern. 

\ III. Ilie transcendenten Gleichuiigen. 

§. 3(5. Unter dem Collectivnameii der trauscendenten Gleichun- 
gen fafst mau meistens alle diejenigen Gleichungen zusammen, wel- 
che weder zu den rationalen nucii zu den irrationalen gehören. 
Durch passende Umformungen oder Substitutionen lassen sich man- 
che transcendente Gleichungen auf eine algebraische Form zurück- 
führen, und man mufs daher reductibele und irreductibcle transcen- 
dente Gleichungen unterscheiden, falls mau es nicht vorziebt, nur 
die irreductibelen Gleichungen als die eigentlich transcendenten, an- 
zusehen. Wir beschäftigen uns zunächst mit den hauptsächlichsten 
Formen der reductibelen Gleichungen. 

Bezeichnen A, B, C, ... Constanten, <p(x), iK-rj, ^(x) ... alge- 
braische Functionen von x, so hat die Gleichung 

zwar eine transcendente Form, wird aber zu einer algebraischen, 
wenn man die Logarithmen nimmt, nämlich 

* ’/'l'-r) 4- 4- ••• = 

wo zur Abkürzung Iny A — log Ii — h u. s. w. gesetzt worden 
ist So führt z. B. die Gleichung 

zu der iirationalen algebraischen Gleichung 

liig 2 . X 4- log 7 . yt» X — II = log 392 ; 
macht man dieselbe rational, so erhält man die quadratische Glei- 
chung 
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8 _ 2 % 2 . log 3»^;£j> . UogJ\'‘ _ _ 39212 -f- 1 1 . {Ing 7)« 

^ ~ [log -2)* (%2/‘ 

oder 

ir* — 56, 63.56 . . . x = — 160, 9068 . . ., 

deren Wurzeln 

X = 3 und X 53, 6556 . . . 

den beiden Aufgaben t- 

22- . 7^''^^-“ = 392 und •2'.7~ =: 392 

entsprechen, wenn ysx— ii im absoluten Sinne genommen wird. 

Zu den reductibelen Exponentialgleichungen gehört noch die ^ 
folgende 

,/4 -I- c«’" .... = 0, 

denn sie geht durch Substitution von = y über in 

V+t'/ + ... = o, 

woraus man y und nachher .r = "log y findet. 

Gleichungen, in denen nur goniometrische Functionen eines un- 
bekannten Winkels Vorkommen, lassen sich dadurch reduciren, dafs 
man eine dieser Functionen als Unbekannte ansieht und die übrigen 
Functionen durch jene ausdrückt. So giebt z. B. die Gleichung 
a cos u -f- b sin ti = c , 
wenn cos w = .r gesetzt wird, 

ax b y \ — X* = 0. 

Meistentheils thut bei solchen Gleichungen die Einführung eines 
HUlfswinkels noch bessere Dienste. In dem vorliegenden Falle z. B. 
lassen sich o und h auf folgende Weise darstellen 

n = r cos 9 , b zz=r sin 9 , 

so dafs 

i 

r = Va2 J- A* Ion 9 = - 
' a 

ist; die vorige Gleichung geht dann über in 

r cos 9 cof H r sin 9 sin ii r= c 

oder 

C C 

cos (« — i) = - — - 

r l'a^ 4- 4* 

Hieraus erhält man die Werthe von n — 9, mithin auch die von u, 

wenn man die Werthe von a — 9 um 9 =; arrtaa *,vergröfsert. 

g. 37. Zur Auflösung von irreductibelcn Gleichungen bedient 
man sich gewöhnlich dos in §.31 auseinandergesetzten Verfahrens, 
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für X = arc 42® 20', y = — 0, 00038, 

- I = arc 42® 2l', ^ 0, 00010, 

und hieraus ergiebt sich als folgender Näherungswerth ' 

„ , , 0,00029 

X = arc 42« 20 + --- . 0, 00038 

' 0, 00049 ’ 

= arc 42® 20' 0, 00023 = arc 42« 20' 47". 

Combinirt man ihn mit der Annahme .r = 42« 20' 48", so findet man, 
dafs derselbe noch um o" 23 zu vergröfsern ist. 

].\. Glcichuns'eii mit mohrcren Unbekannten. 

§. 38. Wir beschäftigen uns zunächst mit dem allgemeinen 
Probleme, n Gleichungen ersten Grades zwischen n Unbekannten 
aofeulösen ; die Lösung desselben beruht auf einigen Hülfesätzen, die 
wir vorausschicken müssen. 

Es seien n von einander verschiedene Gröfsen 
«1 c, g, h 

gegeben und aus ihnen die Differenzen zwischen jeder Gröfse und 
allen ihren Vorgängern gebildet, nämlich 

b — a, ' 

’ c — a , c — A , 

d — a, d — A, d — c. 



h—a, M — b, A — c, A—g; 

das Product derselben 

P. = (*-«) (c-a)(c-A)....(A-a) (A ~ b)\ . . (A - g) 
besitzt dann die Eigenschaft, dafs es jedesmal gleich Null wird, so- 
bald man für eine der Gröfsen eine der übrigen setzt. So wird z. B. 
I\ — 0, wenn man statt a überall h schreibt oder wenn c durch y 
ersetzt wird. Der Grund dieses Verschwindens liegt einfach darin, 
dafs P alle möglichen Differenzen zwischen «, A, . . . A als Factoren 
enthält und dafs folglich bei jeder von den erwähnten Substitutionen 
ein Factor = 0 wird. Denkt man sich das Product entwickelt, z. B. 
bei drei Gröfsen 

Pj = (* — «) — a) (c — A) 

= Ac* — A*c -J- ca* — c*a -f- oA* — a*A, 
so bleibt die genannte Eigenschaft des P ungestört, und das Ver- 
schwinden des Productes geschieht dann auf die Weise, dafs sich 
zu jedem Summanden ein anderer findet, welcher ihm gleich und 
entgegengesetzt ist, wie man an dem obigen Beispiele prüfen kann. 
Aus dem entwickelten Producte bilden wir einen neuen Ausdruck, 

ScblOmiich alfebr. Aoalyiii dritte Aufl. 20 
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indem wir jeden Potenzexponenten in einen gleichgi-ofsen Index ver- 
wandeln, wodurch z. B. in «36,0, oder in 

OjÄjPj übergeht; diesen neuen Ausdruck nennen wir Q,. Hier- 
nach ist z. B. 



und zwar bildet eine gewisse Function der neun Buchstaben 
“o> "i> ”11 ^01 !i±^ gleicher Weise ist Q, eine 

gewisse Function der nl Gröfsen 



^0 1 


bo . 


«■u. 


• • • So ^ 


^0 ’ 


'hjl 




£u 


' • ■ 5*1 1 




«t- 










1 1 




c 

♦ *^«—1 1 • 


' * ^»—1 


, A ,- 



und heilst die Determinante derselben. Man bezeichnet sie ent- 
weder kurz mittelst eines Summenzeichens, indem man 

y. = -2^ (+ • • • e—, ^.- 1 ) 

schreibt, oder ausführlicher durch 







"o. 


.. 


• ^ 




G.= 


“ 1 . 


.. 


■ 






9 

1 


> ^» — 1 1 • ■ 


. K-, 



Die Determinante Q„ besteht aus » (n — y theils positiven theils 
negativen Gliedern , deren jedes von der Form . . . ^ ist; die 
Indices p, 7, ... * werden durch alle möglichen Vertauschungen der 
Zahlen 0, y ^ . . . (n — y gebildet, und dabei erhält der betreffende 
Summand das positive oder negative Vorzeichen, jenachdem die An- 
zahl der Vertauschungen gerade oder ungerade ist Dieser Bemer- 
kung folgend kann man jede Determinante auch direct entwickeln z. B. 



1““’ 


^01 *’o > 




*1 < '■1, «fl 


>■3. 


^41 1 "f • 






T»ds ajAjCjrfj flgi 


ft. 3 C,»/, — < 



— aib„c,d^ — a,b^c^d„ -J- »tb^c^d^ 

*4* ~~ "f" 

+ a.3ÄjPo</i — «tb^c^d^ 

~ ™3^o''ida -|- ajAjCjrfj 

UjAjCq«/, -j- üfb^c^df,. 

Für das Folgende ist besonders dci' Satz von Mächtigkeit, dafs die 
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Determinante jedesmal verschwindet, wenn statt eines der Buch- 
staben a, h, r, . . . // einer der übrigen gesetzt wird. Bei dem ent- 
wickelten Producte fand diese Eigenschaft statt, weil dann jeder 
Summand ' durch einen gleichen und entgegengesetzten aufgehoben 
wurde; die Verwandlung der Exponenten in Indiees stört diese Gleich- 
heit und die Vorzeichen nicht, mithin gilt für Q„ dasselbe wie für 
l\. Dieser Satz lilfst sich auch in Gleichungen darstellen, wenn man 
die Determinante entweder nacli den ti oder nach den l> u. s. w. an- 
ordnet. Bezeichnen wir z. B. mit die Summe aller Glieder, 

welche den gemeinschaftlichen Factor besitzen, mit die 

Summe aller den Factor enthaltenden Glieder u. s. f., 'so stellt 
sich Q, unter die Fonn 

y« = '^o"o + ^i®i , 

und zufolge der vorigen Bemerkung gelten zusammen die Gleichungen 

0 = -|- .'/ jÄ , - f - ^,^*2 , 

0 — -^0®n “f* ‘‘^1^1 "f" “I“ • • • “f" '^n— 1^«— I 1 



0 — -f- , . . 

Mit Hülfe dieser Relationen gelangt man zu einer directen Auf- 
lösung des folgenden Systemes von n linearen Gleichungen zwischen 



den n Unbekannten x. 


y, 


. ir: 








+ *0^ 




+ 


■ • + ^0«’ 


— ^'o 1 


fl.i 


+ ^iy 




+ 




=k,, 


a^x 


+ *4.y 


+ '^4' 


+■ 


. . -f b^w 


= ^2 » 








I -f- . . 




— ^n- 



Man multiplicire nämlich die erste Gleichung mit die zweite 
mit die dritte mit W, u. s. w.; die Summe aller Producte ist 
dann 

(,A„b„ -|- A^b^ -j- . . . -f- 

+ -h A,c, -f- A^c^ -f- . . . -j- s 



+ (Ao^O + + A^4+ • • • + 

= ^ 0^0 + + ^^*^4 + • • • + '^n-i^n- I- 

Der CJoefficient von j; ist die Determinante ; die Coefficienten von 
y, z, . . . IC sind zufolge der obigen Relationen sämmtlich = 0, mit- 
hin enthält die Gleichung nur die eine Unbekannte .r. Auf der rech- 
ten Seite steht gleichfalls eine Determinante, welche sich von der 

20 * 
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Determiuante dadurch unterscheidet, dafs k an der Stelle von a 

steht, mithin ist 

X — 

Zur Bestimmung von y dient ein ganz analoges Verfahren. Man 
ordnet nämlich Q„ nach b„, b^, ... ft,.,, 

Qn — ^0*0 + *1" ~l" • ■ ■ -1 

und bemerkt, dafs dieser Ausdruck verschwindet, wenn ft durch einen 
der Buchstaben «, c, //, ... ft ersetzt wird; mau multiplicirt dann 
die aufzulösenden Gleichungen mit , B, , ... B,_, und addirt, 
wobei die Coefficienten von x, z, . . .w zu Null werden; man erhält 

_ ■g(+Ooft ,Ct ■ • ■ 

Auf gleiche Weise findet man 
u. s. w. bis zuletzt 

" 0 * ^ 

Diese sehr elegante, im Princip schon von Leibniz angegebene 
Auflösung ist nichts Anderes als eine Verallgemeineiamg des be- 
kannten Subtractionsverfahreus ; so sind z. B. . . . v4„_, die 

Factoren, womit die einzelnen Gleichungen multiplicirt werden müs- 
sen, damit nach der Addition alle Unbekannten anfser x wegfallen. 
Zugleich ersieht man, dafs die Werthe von x, y, ...w einen ge- 
meinschaftlichen Nenner besitzen, wie bei Gleichungen mit zwei oder 
drei Unbekannten schon aus der Algebra bekannt ist. 

§. 39. Der specielle Fall 

/ 0 = ftj = / 2 • ■ • • ^n — I ■“ ö 

verdient etwas näher betrachtet zu werden. Nach geschehener Ad- 
dition ist nämlich gemäfs der vorigen Methode 

= 0 , = 0 , (>.“' = 0 , 

und daraus folgt entweder 



x = o, y = 0 , , . . . w = 0 

oder 

Q„ = o. 

Diefs giebt folgenden Satz: wenn den n linearen Gleichungen 
«0^ +*oy +<^o* +•••+*0“' =0. 

«1^ =0, 



««-,* + K-iV + c.-,» + • • • + ft,-,“' = 0 
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noch andere Werthe als x = y = z . . . = k = 0 genügen 
sollen, so mufs die Determinante 





"oi *0. 


...Ao 1 




«1. *i> 


...A, 


j 


1 ^»—1 1 ' 




von selber verschwinden. 





Den drei Gleichungen z. B. 

+ *o.y + « 0 * = Ol 

+ «I* = 0 , 

« 2 ^ + = 0 

genügen aufser x = y = z = o nur dann noch andere Werthe, wenn 

«0 + ®i (*2<’o — — * 1 ^ 0 ) = 0 

ist Das nämliche Resultat findet man auch auf dem gewöhnlichen 
Wege; setzt man nämlich 




so hat man zwischen den zwei Unbekannten S und ri die drei Glei- 
chungen 

«oi + *0»; + ‘■fl = 0 , 

+ c, =0, 

+ '•2 = 0- 

Die beiden ersten liefern die Werthe von | und »j, nach deren Sub- 
stitution die letzte Gleichung in die obige Bedingung übergeht 
Eine andere Form des vorigen Theoremes entsteht durch die 
Substitutionen 




wobei vorausgesetzt ist, dafs x, y, z, . . . w nicht den Werth Null 
haben. Betrachtet man nämlich !■(»;,?,...« als n — 1 neue Un- 
bekannte, so hat man den Satz: die n — l Unbekannten f, y, 
f, . . . u können den n linearen Gleichungen 

"0^ +•••+<§■0*' + ^0 = 0 , 

+*1»; +•• -fs'," +^i =0, 

«n-i^ + , =0 

nur unter der Bedingung genügen, dafs die Determinante 



!«oi 


*0, 


• • jS’o » 


^0 






* * 5" 1 1 


A. 


«n-. 


^11— I ) 


* ' * 


? ^»—1 



von selber verschwindet 
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§. 40. Wie iu §. 38, so kommt es auch bei mehreren nicht- 
linearen Gleicliungen mit mehreren Unbekannten darauf an, aus den 
gegebenen Gleichungen eine neue Gleichung herzuleiten, welche nur 
eine Unbekannte enthält, also die übrigen Unbekannten zu elimini- 
ren. Bevor wir an die allgemeine Lösung dieses Problemes gehen, 
beschäftigen wir uns erst mit einem einfachen Falle desselben. 

Denkt man sich zwei Gleichungen von den Formen 

1) -f o,«-f «jU* -f o„^/" =0, 

2) ßo “f" 

gegeben, beide nach ii aufgelöst und die erhaltenen Werthe einan- 
der gleichgesetzt, so bleibt nur eine Gleichung zwischen den Coef- 
ficienten «o, . . . Cm, ßn ■ ■ ■ ß« hbrig, und diese ist das Re- 

sultat der Elimination von « aus jenen Gleichungen. Sie spricht 
zugleich die Bedingung aus, unter welcher die ursprünglichen zwei 
Gleichungen wenigstens eine gemeinschaftliche Wurzel haben, denn 
nur in diesem Falle ist einer der nt Werthe von « aus No. 1) gleich 
einem der n Werthe von v aus No. 2). Das oben erwähnte Elimi- 
nationsverfahren bietet keine Schwierigkeit, wenn m und n die Zahl 
2 nifcht übersteigen, bei gröfseren m und n dagegen w'ürde cs bald 
an der Unmöglichkeit der Auflösung von Buchstabengleichungen hö- 
herer Grade scheitern. Wir gehen defshalb einen anderen Weg. 

Solange man die Werthe von « nicht hat, solange sind die Po- 
tenzen 



/I 



gleichfalls unbekannte Gröfsen und mögen kurz mit 

I 1 ^^‘2 j ^^8 ' ' ' * ^m+n 

bezeichnet w erden. Die Gleichung 1) multipliciren wir nun der Reihe 
nach mit w, n*, . . . «" und stellen alle neuen Gleichungen un- 

ter einander, indem wir die eingeführte Bezeichnung anwenden; die 
Gleichung 2) behandeln wir ähnlich durch Multiplicatiou mit «, «*, 
«*, hierdurch entstehen folgende m -|- » Gleichungen 



“o'G + “l«i + “2«3 + • ■ • + 

“o"i + “i"3 + ••••+ 



4- 



+ “m“» 



= 0 , 
= 0 , 
= 0 , 



“o«n. + -f = 0; 

ßo“} ß\“i ßt^a +•••• + ßn'^n*, = 0 , 

ßo“^ + i*l“3 + + ßn^n+i — 0. 

l*o"3 + ~h ßn'^«*3 ' =0) 



ßo'‘n + + ßn«m+n = 0- 
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Hierin sind die m n Unbekannten enthalten, 

und die Gleichungen sind in Beziehung auf dieselben vom ersten 
Grade, während rechter Hand lauter Nullen stehen. Nach dem er- 
sten Satze des vorigen Paragraphen können diese Gleichungen nur 
dann zusaramenexistiren , wenn entweder k , = ii„^„ = 0 

ist, oder wenn die Determinante des Systemes verschwindet; der 
erste Fall findet im Allgemeinen nicht statt, mithin mufs die zweite 
Bedingung erfüllt sein, nämlich 



l“o- 




• . 0, 


0, . . . 


••i 


i 0, 






0, . . . 




1 0, 
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. . . . 


, . . 


. . . 


■ = 0. 


■ßo, 


ßu ßit • 


0, 


0, ... 




0, 


ßü, ß,, ■ 




0, . . . 




, 0, 


0, . 




1 Pt s 


ä 















Da in dieser Gleichung kein ?/ vorkoinmt, so ist sie das Resultat 
der verlangten Elimination. 

Als erstes Beispiel mögen die beiden Gleichungen 
S“o + “i" + “j“* = 0, 

1^0 + ^i“ "i" 

dienen. Die ^^er einzelnen Gleichungen sind hier 

f“o"i + “i“a + “j“s ==0, 

“u“» + “i“s + “i“* = ®. 

ßo“l "I" "f“ ßt’‘a — ®i 

ßo"i + ßi'<i + ßa«t = 0. 

mithin ist die Schlufsgleichung 



ö) 



l“oi «I, “s. 0 I 
■0. “o. "i. “« I 

ßoi ßn ßl^ ® 
lO. ßo, ßi, ß, \ 



oder entwickelt nach der Formel für £(+ a„6,c,rf,) auf S. 402 

♦j) i°oßi —"ißo)(“ißa — “iß,) — ("oßi — =0- 

Da viele Glieder der Determinante 5) wegfallen, so thut man bes- 
ser, die Gleichungen 4) erst zu vereinfachen, indem man aus ihnen 
II ^ eliminirt; es bleiben dann folgende drei Gleichungen 

“o“i + «i“j + “s'G 

ßo'^i + ßi".i + ßa'>3 = 

(«oßa — + (“ißa — = ®. 

deren Determinante 
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l“01 “I > “> 

Pl ! P» j ~ ^ 

' 0 , f<oPt — “s(*oi "iPi — °iPi '■ 

bequemer entwickelbar ist und mit No. 6) übereinstimmt. 

Als zweites Beispiel diene die Elimination von n aus den bei- 
den Gleichungen , 

ja + *" + c“* = 0, 

'' I .y -f Ätt -f Ci/> -f Du» = 0 . I 

Man hat hier folgende fünf Gleichungen 

au^ -f bu^ -f c«, = 0, 

au, -f A«, -f c «4 =0, 

auj -f bu^ -f CU, = 0 ; 

//u, fiu, -j- Tuj Dlt^ = 0, 

.yu, -f- Äu, -j- Cu, -f Bu, = 0, 

welche sich durch Wegschaffung von u, und auf drei redudren, 
nämlich 

au^ + + a“ä=0, 

.ycuj (Äc — Da)ii^ {Cc — Db)u^ = 0, 

(.yc* — Cac -|- Dab)u^ (Äc* — CAc — Dac -|- Db*)u^ =: 0; 
setzt man zur Abkürzung 

./=.yc, B'—Bc — Da, C = Cc — Db, 

BT = yc» — Cac -f Dab , C =■. Bc» — CAc — Dae 4 ÖA* , 

SO ist die Determinante der letzten drei Gleichungen 

I I 

cf 1 = 0 
! 0, BT, C" I 

oder entwickelt 

8) a (B'C" — K'C') — ./ (AC" — cB") — 0. 

§. 41. Wenn aus zwei gegebenen rationalen algebraischen Glei- 
chungen 

die Unbekannte ^ eliminirt werden soll, so ordnet man beide Glei- 
chungen nach Potenzen von y und erhält dadurch die Formen 
/'o + + • • • + /’my” = o, 

Po "l” PiV + Pä.v* "t" • ■ • + P»y” = ®> 
worin P,, P,, . . . P„ sowie V,„ Q,, ...(?, Functionen von .c sind; 
die Anwendung der vorhin auseinander gesetzten Methode führt 
dann zu einer Gleichung, welche kein »/ sondern nur noch x enthält. 
Um z. B. y aus den Gleichungen 
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1) 

Ax* -|- -f- 2 Cx\j D — 0 , 

ZU eliminiren, ordnet man erst wie folgt 

(aj-fc) -^by =0, 

{Ax* -i- ö) 4- 2 Cxy -I- %* = 0; 
diefs giebt nach der vorigen Methode 

I flx 4 c , b ,0 

I 0 , ax 4 ^ = 0 

i Ax* 4 D, 2Cx , B 

oder entwickelt 

2) {Ab^ 4 Äa* _ 2 Cab) x» 4 2 (Äa — Cb) cx 4 Äc» 4 04* = 0. 

Bei mehreren Gleichungen mit mehreren Unbekannten eliminirt 
man mittelst desselben Verfahrens eine Unbekannte nach der ande- 
ren. Als Beispiel mag die Aufgabe dienen, aus den beiden Glei- 
chungen 

3) x*42y* = 43, X* — :^=10 

eine neue Gleichung herzuleiten, welche niu* die Unbekannte iy — x 
enthält. Setzt man hier 

4) -2y — x — z, 

SO hat man drei Gleichungen mit den drei Unbekannten x, z, von 
denen die beiden ersten zu eliminiren sind. Durch Wegschaffung 
von X reduciren sich die vorhandenen drei Gleichungen auf folgende 
zwei 

5) (x* — 43) — 4 4 8 y* = 0, 

6) (x* — 10) — 3 xy -i- 2 y* = 0; 
nach den Formeln 3) und 6) in §. 40 wird hieraus 

(x» 4 89 x) 10 X — (4 X* 4 26)* = 0 

oder 

3i* —341 X* 4 338 = 0. 

Die Wurzeln dieser biquadratischen Gleichung sind • 

26 



X — 4*1 — 1 1 



^ ye’ yä’ 



ihnen entsprechen als gemeinschaftliche Wurzeln der Gleichungen 5) 
und 6) 

1 1 



y — 4S1 ~ 3 , 4^1 — 



V6’ 



II 

yS- 



woraus nach No. 4) die Werthe folgen 
x = 45, -5, - 



yö’ 
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Dasselbe Vci-faliren kann auch zum Rationalmachen irrationaler 
Gleichungen benutzt werden, wie wir an dem, in §. 34 gegebenen 
Beispiele 

s 

1 Jx -f n f ^Hx -|- A f = n 
zeigen wollen. Substituirt man nämlich 

y.'/j- -|- a = (/, mithin Ax -\- a = , 

^ » 

= j - Är-J-Ä = :^, 

so läfst sich die genannte irrationale Gleichung durch die drei ra- 
tionalen Gleichungen 

.'/ y = + '^ = 0. 

.-/x a — ^*=0, flx-j-A — s’ = 0 
ersetzen und aus den letzteren sind ;i und : zu eliminireu. Durch 
Wegschaffung von : entstehen die beiden Gleichungen 

(./x + a) — .v* = 0, 

(öx -|- A pä) .5 c*y -j- äcij^ -}- I/’ = 0 , 
welche sich wie die Gleichungep 7) in §. 40 behandeln lassen, wenn 
man die dortigen Buchstaben 

a, Ä, c, A, B, r, D, 

durch 

Ax-^a, 0, —I, fix-f-A-|-c3, 3 c*, 3 c, 1, 

ersetzt Man findet 

-/ = — (Äx-f-A-f r*), Ä'= -(.7x-|-a-f ,3 c*), 

ä" = (3 .^c J?) X -|- 3 ac -|- i c’ , 

C = Ax a -|- 3 c* = — B\ 
und die Gleichung 8) in §. 40 wird zur folgenden 
[Ax -f- a) {.^x a -j- 3 c* 1* 

— [( 3 .^r -f- A) X 4- 3 ac A -) r’ J* = 0 , 
welche mit No. 3) in §. 3ö identisch ist. 

Eine fernere Anwendung des, auseinander gesetzten Eliminations- 
Verfahrens besteht in der Berechnung der tomplexen Wurzeln einer 
gegebenen Gleichung ' 

x" -t <i,x"-' -f a,x" ^ 4 ... 4 a„_,x 4 a, = 0. 

Substituirt man nämlich 

X = u 4 

und fasst sowolil die reellen als die imaginären Summanden zusam- 
men, so erhält man statt der vorigen Gleichung die folgende 
<)pfa, i)| 4 /t)’ (", !■) = 0, 

worin qp und ganze rationale algebraische Functionen von ii und 
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« bedeuten. Die letzte Gleichung kann nur bestehen, wenn gleich- 
zeitig 

<p{u , i') = 0 und ») = 0 

ist, man hat also zwei Gleiclmngen mit zwei Unbekannten. Elimi- 
nirt man aus beiden einmal r, das andere Mal v, so gelangt man 
zu zwei Gleichungen von den Formen 

0(u) = 0 , V(r) = 0 , 

wodurch sich u und r einzeln bestimmen. Dieses Verfahren ist 
zwar theoretisch tadellos, für die numerische Rechnung aber zu 
mühsam, weil die Eliminationen in der Regel viele Weitläufigkeiten 
verursachen. 

§. 42. Wir schliefsen mit einigen Bemerkungen über die nume- 
rische Auflösung zweier Gleichungen mit zwei Unbekannten, wobei 
es gleichgültig ist, oh jene Gleichungen algebraischer oder transcen- 
denter Form sind. Es versteht sich von selbst, dafs man in den Fäl- 
len, wo eine der beiden Unbekannten ohne Mühe eliminirt werden 
kann, diese Elimination wirklich vornehmen ^^ird, und daher bedarf 
nur der entgegengesetzte Fall einer Erörterung, die wir der Anschau- 
lichkeit wegen vom geometrischen Gesichtspunkte aus vornehmen. 

Denkt man sich j-, y, z als die rechtwinkligen Coordinaten eines 
Punktes im Raume und die Ebene xy als horizontal, so wird durch 
die Gleichung 

1 ) 

eine gewisse Fläche charakterisirt ; letztere schneidet die Ebene 
in einer Curve , der sogenannten Horizontalspur , für welche r = 0 
sind, mithin ist 

2) /(^,y) = o 

die Gleichung jener Horizontalspur. Bezeichnet in ähnlicher Weise 

3) ? = 

die Gleichung einer zweiten Fläche, so ist 

4) <p(a-, y) = 0 

die Gleichung der entsprechenden Horizontalspur. Beide Horizontal- 
spuren können einander schneiden, und für alle solche Durchschnitts- 
punkte gelten die Gleichungen 2) und 4) zusammen, d. h. alle die 
Werthe von x und y, welche die Gleichungen 
f(x,y) = 0, <p(x,y)=p 

zusammen befriedigen, lassen sich als die Coordinaten der Durch- 
schnitte von den Horizontalspuren der beiden Flächen betrachten. 



Digitized by Coogl 




412 



Die höheren Gleichungen. 

Giebt man in der Gleichung 2) dem x einen willkUhrlich ge- 
wählten Zahlwerth o , , so enthält die nunmehrige Gleichung/ (« , , y) = o 
nur eine Unbekannte y, und daher kann man die zugehörigen Wer- 
the von y, deren einer heifsen möge, ermitteln; damit sind so- 
viel Punkte der ersten Horizontalspur bestimmt, als verschiedene 
Werthe hat. Wiederholt mjin diese Rechnung, indem man dem x 
einen zweiten Werth giebt und die zugehörigen ermittelt, so 
erhält man eine zweite Reihe von Punkten ; so fortfahrend kann man 
die erste Horizontalspur durch eine beliebig grofse Anzahl einzelner 
Punkte bestimmen und mit beliebiger Genauigkeit graphisch darstel- 
len. Dasselbe gilt von der zweiten Horizontalspur und dann ersieht 
man aus der Zeichnung von selbst, wo die Durchschnitte beider Ho- 
rizontalspuren zu suchen sind. 

Xach dem Gesagten hat es keine wesentliche Schwierigkeit, Nä- 
herungswerthe für die gesuchten x und y zu finden, und es kommt 
jetzt nur noch darauf an, die Annäherung beliebig weit zu treiben. 
Zu diesem Zwecke setzen wir voraus, dafs drei Paare von Näbe- 
rungswerthen .r,, y,; .r„, y, ; x^, y, gefunden seien; die Functionen 
/■(.r,,y,), <p(x^,y^), f(x^, y,) etc. verschwinden dann nicht sondern 
erhalten gewisse, durch die Rechnung sich ergebende Werthe, die 
wir bezeichnen mit 

( ^1 Vi), !/i), 

1 yi) , = <p(^» , .'/•/ ) , 

= 3 .Va). f3=9Ü^3.J's^ 

Da die drei Flächenpunkte .r,y,i,, x^y.^z^, x^y-jZ^ einander nahe 
liegen, so mufs eine durch dieselben drei Punkte gelegte Ebene 
sich der Fläche ziendich eng auschliefsen , mitliin auch nahezu die- 
selbe Horizontalspur besitzen, da überhaupt ein kleines Curvenstück 
näheningsweis für geradlinig gelten kann. Als Gleichung der ge- 
nannten Ebene schreiben wir 

wobei fl, b, c an die Bedingungen 

( s, = flx, -f by^ -f c, 
s, = aXi -f iy, -f- f, 

= 3 = «-^3 + %3 + 

geknüpft sind; die Gleichung der Horizontalspur dieser Ebene ist 
dann 

7) 0 — ax by c. 
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Durch die Punkte legen wir aus denselben 

Gründen eine Ebene, deren Gleichung 

J = «a- -f- -f y 
heifsen möge; es ist dann 

I f, = «j:, -f |?y, -|- y, 

= "^s + ßUi + y. 

?3 = “-^3 + ft/3 + y. 

und die Gleichung der entsi)i echenden Horizontalspur lautet 
•») 0 = ex + ßy -f y. 

Die beiden Horizontnlspurcn 7) und ü) schneiden sich in einem 
Punkte .ri»y.,, dessen Coordinateu 



101 X =*y-^^ „ rc-ny 

^ ■* uß—ba' aß—ba 

ein p.aar neue und bessere Näherungs werthe für x und y liefern, 
weil jene geradlinigen llorizontalspureu innerhalb einer kleinen Aus- 
dehnung die kruinmliiiigen Spuren der Flächen 2) und 4) vertreten 
können. Um vollständig entwickelte Fonnein zu erhalten, müsste 
man a, h, r aus den Gleichungen i5), «, ß, y aus No. 8) bestimmen 
und die gefundenen Werthe in No. 10) einsetzen; kürzer ist dage- 
gen folgender Weg. Zufolge der Gleichungen G) und 8) erhält man 
leicht 



+ (f“ — «y) (^3 — + (*y — (y» — i/s). 

-sfi — -iJs = (“|3 — M (•Ta.'/i — J^,3/s) 

-f (Cd — oy) (X, — X3) -f (Ay — cß) (y, — ‘y,>, 

-1^2 — =2?i = ("ß — G‘‘i.V2 — Xi!/i) 

-f(co— flyXxjj — xj-f (by — cß)(y^ —y,); 
addirt man diese Gleichungen und setzt zur Abkürzung 

XiVt—x-iVi -H-rsyi — ^ii/3 + x^y^—x^y^ = S , 
so findet man 



“3^2 "I" "3^1 “1^3 "l" "li2 

\ =(aß — ba) S. 

Ferner ist auch 

(^ifs , ^ 3 ^ 2 ) *2 (^S^I "l?s) "I" X 3 (*ifj *1?1 ) 

= (*y — <^ß)S, 

Sfl(X2S) "i" 1/2 (^3^1 "l" !fs (*1^2 "2tl) 

= — «y) -s , 

und wenn mau die beiden letzten Gleichungen durch No. 11) divi- 
(lirt, so erhält mau dieselben Quotienten wie in No. 10), mithin 
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■'■4 



^3?«) “I” *^2 ^l?*3)_“l“ -^3 ^*1^2 _ * 

(^2?3 "3?l) ■}” ("3^1 ' 1 Ü 3 ) “{" ("1^2 "ifl* 



Hl ('ilis !/-t ^“3^1 ,f_> ^"1^4 ._ 

(“1^3 *3^1* *t" (“s!"! ^l^sl ~l" (*1^2 "jfl I 

Durch inehniialige Anwendung dieser Formeln, wobei jedes neue 
Paar von Näherungswertheil mit zwei früheren Paaren zu combini- 
ren ist, kann man die (ienaiiigkeit beliebig weit treiben. Dieses 
Verfahren ist das Seitenstück zu dem in §. 31 gezeigten und ver- 
langt bei schwierigeren Fällen einige nähere Untersuchungen, hin- 
sichtlich deren wir auf die schon erwähnte Scheffler’sche Abhand- 
lung verweisen. 
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